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DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 


Ce  Traite  qui  doit  comprendre  deux  parties    dont  la 
seconde  paraîtra  inces^acAtdent ,  compte  âeaz  iSditions  , 
Fane  en  un  volume  in-8<> ,  /aidant  partie  da  Cours  db, 
BezoQt,  Taatre  in-4^,  que  |e  publiai  comme  ptôfe^seor  à 
rÉcoIe  Polytechnique  ,  et  qui  fut  en  totalit'é  distribuée 
aux  élèves  de  cette  École.  Je  songeais  déptiis  Tongtems 
;[;    à  cette  trobiéme  édition  ;  mais  d'antres  occupatloné'  et  ua 
concours  de  circonstances  peu  favorables  au  débit  d'un 
'^  ouvrage  qui  sort  du  cadre  des  élémens,  m'avâîeht'  détcr» 
,;^  miné  à  l'ajourner  :  cependant  j'ai  cédé  à  la  crainte  d'ètro 
prévenu^  et  aux-  désirs  de  quelques  professeurs  et  do  plu- 
sieurs élèves ,  et  je  suis  revenu  "d  autant  plus  volontiers 
à  mon  projet,  qu^  j'dvats  repris  et  completté  la  rédaction 
du   Calcul  différentiel  k  roccàsionid'isn  coui»  sbr  cette 
matière  que  je  fis  Tannée  dernière  à  plusteuM  de  mes 
•  élèves  ,  en.  sorte  qu'il  ne  me.  testait  que. le  travail  ^e  la 
.revision  .des  épreuves. 

J  ai  pria  pour  texte  de-  cet  Ouvrsgfe-  la  Théorie  dc6 
Jùnctions  analytiques  àe  Trllustre  M.  Lagrange  ,  en  em« 
-ployant  cependant  la  notation,  de  Leibmiz  ,  adoptée  par 
.  tous  les  géomètres  du  continent  ;  •  j'ai  ajouté  des  déve- 
.loppemens»  indispensables^  et  j'ai  multiplié  les  exemples 
qui. sont  les . véritables  interprètes  des  théories.  Ce  Traité 
.^st  dixisé,  Qa  chp pi  1res,  J'observerai  seulement  quaymit 


vj  Discours 

ea  )asqn'à  la  fia  de  Timpression  le  projet  de  ne  donner 
que  le  calcul  dififéreatiel ,  j'ai  fait  entrer  ici  des  chose& 
qui  seraient  mieux  placées  dans  le  calcul  intégral.  Au 
reste,  il  conviendrait  peut-être  de  mener  ensemble,  au- 
moins  jusqu'à  un  certain  point ,  ces  deux  branches  de 

(Calcul. 

•   .    •»  • 

.  L'Ouvrage  contient  vingt*cinq  chapitres  dpnt  les  qus^ 
lorze  premiers  sont  consacrés  à  l'exposition  des  principes, 
et  les  onze  derniers  aux  applications  à  la  géométrie.  A- 
rimitation  de  M.  Lagrangc ,  je  commence  par  le  déye^ 
loppemeut  de/(x  +  i),  c'est-à-dire,  parla  démonstra- 
tion de,  \à  formule  de  Tajlor  qui  fournit  cette  consé- 
quence  importante  que  touXc  fonction  d'une  seule  yariable 
compoi^te  une  dilférentielle  de  la  forme  Pàx ,  dont  le 
coefficient  P  ne  devient  ni  nul ,  ni  infini ,  tant  ^u'on 
n'ussigAe,  à  la  variable  aucune  valeur  particulière  ;  de  la 
formule.de  Taylor ^  je  déduis  celle  de  Maclaurin.  Tel 
est  le  résumé  des  deu^  pi^emiers  chapitres. 

On  troayedaas  les  cbapifres  troisième  ,  quatrième  , 
cinquième,  et.  sixième ,  la  différentiation  des  quantité» 
algébriques  et. transcendantes  à  une  seule  variable,  et  celle 
des  équations  entre  deux  variables  dont  l'nne  est  consé-» 
quemment  fonction  de  Tautre.  A  l'égard  des  transcen-ii 
danles,  j'ai  obtenu  là  différentielle  première-^  ou  plutôt 
le  coefficient  différentiel  dn  premier  ordre,  par  deux  pro-* 
cédés  différens^  :  i^'.  en  développant ,  par  les  méthodes 
connues ,  la  fonction  variée  jusqu'au  terme  indus  de  pre- 
mière puissance  de  raccroisscment^  qui^  d'après  la  défi- 
nition, est  la  difierentielle  première  de  laquelle  on  dédoft 


U»  svinxMH  «t  le«  •  cdeffteleni»'  différedfiéîs  de  Ioqs  les 
otâi<M  V  c>^*  ^OK^iA  ifae  Iê9  dêf€ioftp^aàetk$  indéfinis  des 
fonctions  TinriéeSi  n^exîgènt  que 'to  carlcnl  des  deux  pre-^ 
miert  ternies va^*  eik'  pc^taM^,  coonttre  Ta  fait  M.  Poisson, 
d'une  propriété  carai:héffisli<(Ué  de  dia^4ie  foilctiôQ  traos-* 
eend«>te,  et  développAiif ,  d'aiÀrès^le  tbéoréoie  de  Taylor^ 
l'un  des-  membres  tie  Uidefeftitf  ^'elle  fournît/  ce  qui 
donne  la  feneKon  elW-iMme  d£v«l6ppée  suivant  les  puis* 
sànoes  de  la' Tariabte*^  dont  '  tes  coefficiens  foncifions  d'une 
autre  variable  combinée  avèt  ik  premier  dans  la  carac- 
téristique,  ddiveit.  ètre^  igMai^kàeB*  oonstantes  ;  et  comme 
^n  prouve  q  te  toutes  laes  comtunt»)  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  la  premiète  ^i  dcttuenve  ar&it#aire ,  oft  a  déjà 
le  déveloplwm^nt  dé  ehaqu0*  Ibnetion^  sui^tfnt  1ers  -puis* 
sances  de  la  variable  ^  sanfl^aluaHoa  de  ee  coefficient 
indéterosin^^.oe  cpii  ne  préseinte  pa»  de^if acuités.  D'ail* 
leurs  ^' les  égalités  précédenmacnt  obtenues^  renferment  les 
coeffioiens  différentiels  d'une  fonction  abeohèment  seitii^ 
blable  à  la  proposée. 

Le  diapitre  septième  offte  les  formules  k  l'atdë  des- 
quelles* on  rapportie  les  éxpressictas  et  lès  équations  diffé^ 
iTentielles  k  diffSirentee  variables,  formules  qui  sont  du 
plus  grand  usage  dans  les  applications  du  oalcul  ditfé'* 
sentiel  à  la  géométrie  et  à  la  mécanique.  Ici  nous  en 
montrons  remploi  dans  quelques  questionfs  d'analjse.' 

lie  chapitre  bnitième  qni  traite  des  équations  déri- 
vées et'  des  constantes  i/rbilTaireë ,  aurait  été  renVoyé  au 
talcu)  "'  intégral  auquel  ii  i  appartient ,  si  je  n'avais  evL 
d'abord  le'  projet  de' m'en  tenir  au  calcul  différentiel.    ' 
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J'ai  traité  avec  beaucoup  dé  soin,  dans  le  neiiyièaie 
chapitre ,  le  bas  en  défaut  du  développcmeat  de/(^  + 1)^ 
qui  s'offre  fréquemment  daoa  les.  applications  à  la  géo<* 
métrie  ,  oà  Ion  considère  dj^Sr  pointe  partiQuIiers  d'une 
courbe  et  conséquemment  des  .valeurs,  parlieulières  de 
)abscijise,  pour  lesquelles'Jles  :ÇQ<;ffic|en$.difrérentieis  dew 
Tiennent  infinis ,  çircoosl^qf^iqMi  averti' quc:  le  dére- 
loppement  de /(q:-Ki)  Wi^^^**  plus  ^  ainsi  qn'on  Ta 
ffupppsé,  procéder  sui^vant  Iqs^puifsaqçes  entières  et  posi-* 
tiyes  de  raccroissfsment  dp  jajfaris^^if- 

La  recherche  des  valeucs  vraies  des  fractions  qui  de* 
viennent  zéro  '  divisé  par  zéro  dans  une  v  seule  hypothèse 
faite  sur  x ,  et  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples -^  sont  lé  sujet:  du  onzième 
chapitre.  Dans  le  fait,  la  derméce  question  rentrant  dans 
la  première,  jfai  dû.  passée tde  Time  à  l'autre,. quoîqu'àsses 
ordinairement,  on  ne  traite  la.  déûbrmposttion  ^ue  dans  le 
calcul  intégral.  .  :    .   c!  "  -  .>    ^     •    ' 

On  a  vu  que  toute  fonction  y  (j:  +  i.) 'sie  développe 
dans  nne  série  qui  va  à  Tiofini ,  à-  moins  que  \ts  fonc- 
tions dérivées,  c'est- à  «dire,  les-  coèfficiens  différentiela 
^P  fv,  ne.  deviennent  nuls  /  te  qui  a  lieu  lorsque /k:  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  dé'  la  'variable  x  ;  tant 
que  ce  développement  *  ne"^  sert  qu'à  la  génération  des 
fonctions  dérivées ,  il  est  indifférent  que  la  isérie  aille 
o|i  non  à  Imfipi;  c'est  c^  qu'on  pent  ei^cojre  dire,  lors- 
qu'on ne  considère  le  développeipent  que.  comme  vtû^ 
çimple  tn^nsforogation  analytique  de  la  fonction  ;'  n^ia  si 
}'on  yeut  .remployer  pqur  ^yoif.  ^  ViSt)eur  de.  lj(  fo^nction 
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d«ns  les  cas.particQliers ,  comme  offrant  une  expres&ion 
d'une  forme  plus  simple  ^  à  raison  de  la  quantité  i  qui 
3e  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction ,  alors  ne  pou- 
vant tenir  compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins 
grand    de   termes  ,  il   est   important   d'avoir  un  moyen 

* 

d'évaluer  le  reste  de  la  série  qu'on  néglige, ou  du  moins 
de  connaître  les  limites  de  Terreur  qo'qn  commet  en  né** 
gligeant  tïe  resté.  La  détermination  de  ces  limites,  ajoute 
M.  Lagrange ,  est  sur-^tçut  d'une  grande  importance  dauA 
l'application  de  la  métbode  des  fonctions  à  l'analyse  dea 
courbes  et  à  la  mécanique  |  pour  donner  h  ces  applica^- 
tioQS  la  rigueur  de  l'ancienne  géométrie.  Dans  le  onzième 
chapitre,  j'ai  donné  ces  limites  de  deux  manières  -,  d'abord 
d'après  M.  Lagrange  (  Calcul  des  fonctions  )  ,  ensuite 
en  partant  d'up  développement  obtenu  k  l'aide  de  Tinté- 
gration  par  parties ,  ce  qui  ne  suppose  que  l'emploi  de 
cette  formule  fuiv  =  uy  —  y^i^du,  dont  on  reconnaît 
l'identité  par  la  différentiation. 

Le  douzième  chapitre^  ne  contient  que  des  applications 
du  calcul  différentiel  aux  dévoloppemens  en  séries  des 
fonctions  d'nne  seule  variable  ^  et  il  est  terminé  par  une 
application  de  ce  calcul  à  la  formation  de  Téquation  finale 
résultant  de  l'élimination,  de  x  entre  deux  équations  en. 
<ip  et  ^,  l'une  du  degré  m ,  l'autre  do  second  degré  sen* 
lement^  ce  qui  n'est^  à  la  vérité  ,  qu'un  cas  particulier^ 
mais  qui  cependant  peut  se  présenter  assez  souvent.  J'au« 
rais  peut-être  miieux  fait,  pour  ne  pas  interrompre  Texpo* 
sition  des  principes,  de  rassembler  dans  un  seul  ekapitra  . 
toutes  les  applications  du  calcul  difËérentiel  aux  questions 


dWalyte ,  €t  dd  coniroencer  ainsi  la  seeonjle  section  de 
ce  Traité. 

Dans  les  treizième  et  quateniènie  chapitres  qni  ter* 
minent  rexposition  des  principes^  je  considère  les  fonc* 
tiens  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes; 
je  démontre ,  d'après  KC.  Laplace  y  le  théorème  des  fonc- 
tions hodiogènes  ;  je  fais  "quelques  applications  à  des 
questions  d'analyse ,  et  j'assigne  encore  par  les  deux  mè* 
thodes  employées  pins  haut ,  les  limites  des  développe- 

mens  de /(je -f*  i^  J^  +  *)  ^^/{^jX)^  ï^*  seviU  dont 
on  fasse  usage  dans  les  applications  à  Ta  géométrie. 

La  méthode  des  tangentes  est  le  sujet  du  quinzième 
chapitre  qui  est  le  premier  des  applications  du  calcul 
différentiel  à  la  géométrie.  Suivant  les  anciens  géomètres, 
dit  M.  Lagrange  y  une  ligne  droite  est  tangente  d'une 
courbe,  lorsqu'ayant  un  point  commun  avec  cette  courbe^ 
on  ne  peut  mener  p^r  ce  point  aucune  autre  droite  entre 
elle  et  la  courbe  -,  c'est  par  ce  principe  qu'ils  ont  déter^ 
jaîné  les  tangentes  dMs  le  petit  nombre  de  courbes  qu'ils 
ont  GOkistdérées  ;  mais  depuis  q«e  par  l'application  de 
l'algèbre  à  la  géométrie ,  les  ooaii>es  ont  été  aoomises  k 
l'analyse  ^oa  a*  eiivisagié  les  tangentes  sous^  d'autres  points 
de  vue;  on  les  a  regardées  comme  des  sécantes  dont  les 
deux  points  se^  réunisseilt,  ou  comme  des  prolongemena 
dès  c^és  infiniment  petits  de  la  courbe  considérée  comme 
un  polygone  d'une  infinité  de  côtés^  etc.  Dans  le  chapitre 
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suivait  9  nous  traiterons  le  problême  des  tangentes  sous  le 
preoôét  point  de  voe,  et  dans  celui-ci^  nons  regardons  la 
tangente  comme  une  sécante  dont  les  intersections  se  réa- 
njssent. 


Dans  le  dbapitre  «eizième ,  des  contacts  et  des  dére* 
loppées  des  courbes  planes  y  ^oi  comprend ,  comme  cas 
particaliers ,  le  problème  des  (angerites  et  cetui  da  cercle 
05CQlateDT  ou  de  courbure  ,  on  est  conduit  à  la  tfaéorîe 
dès  asymptotes  rectib'gnes  et  cnrvntgnes  de»  courbes ,  en 
considérant  les  cas  particuliers  dans  lesquels  le  dévelop* 
pement  de  /*(x  -f-.i)  ^happe  à  la  forme  générale ,  cô 
q;ui  arrive ,  comme  nous  TàTons  dit  ^  lorsque  y  pou^  une 
valeur  donnée  de  or  ^  les  eoefficiens  dffSéreutiels  deviennent 
infinis  ,  et  les  puissances  de  i  sont  aùtces  que  des  nombres 
entiers  positifs.  Quelques  dévelopj^emens  et  ffur-totit  des 
exemples  noua  ont  paru  nécessaires  pour  Tintelligence 
de  ce  point  de  théorie.  €'est  dans  cette  théorie  des  bon- 
tacts,  quon  fait  un  premier  emploi  des  limites  du  déve- 
loppement de  TayloTy  lorsqu'ori^eu^  prouver  que  si  une 
courbe  donnée  est  touchée  par  une  autre  courbe  dont 
Téquation  contient  n  constantes  arbitraires  déterminées 
en  vertu  des  égalités  entre  pareil  nombre  des  premiers 
termes  des  développemen»  de  leurs,  fonctlc^s  en  x  +  i  ^ 
X  étant  ^abscisse  du  point  de  contact ,  aucune  autaa 
courbe  dont  l'équation  aurait  moins  de  n  constantes  arbi- 
traires, ou  pour  laquelle  le  même  nombre  d'égalités  n'au* 
rait  pai»  lieu  ,  ne  peut  passer  entra  les  deux  premières. 

Lorsqu'on  veut  assigner  l'aire  comprise  entre  l'arc  d'une 
courbe  plane,  l'axe  des  abscisses  et  les  detix  ordonnées 
qui  la  terminent,  c'est-à-dire,  la  forme  de  la  fonction 
^n  X  qui  la  représente ,  on  suppose  à  l'abscisse  x  un 
Bccroissi^ment  i ,  et  oh  a  une  antre  aire  dont  la  différence 
avec  la  première ,  est  une  nouvelle  aire  curviligne  ayant  i 
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popr  baie  ,  laquelle  est  ioajours  comprise ,  quelque  petit 
que  soit  iy  entre  les  aires  de  deux  rectangles  ayant  même 
baae  i  ;  et  qonséquemment  la  différence  entre  Taire  cur- 
.viligne  et  Tune  quelconque  de  oelles-ci ,  doit  être  moindre 
que  la  différence  entre  ces  deux  dernières.  De  oette  iné- 
galité énoncée  au  mojen  des  développemens  limités,  oo 
déduit  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  encore 
iucoonue  et  représentative  de  l'aire ,  en  sorte  que  Uinté* 
gration  que  nous  n'effectuons  ici  que  dans  des  cas  trés- 
«imples,  fait  connaître  la  fonction.  Dans  la  rectification 
de  Varc ,  on  cherche  encore  deux  limites  entre  lesquelles 
soit  toujours  compris  Taccroissement  de  Tare  correspon- 
dani;  à  l'accroissement  de  i  et  de  jq  dans  la  fonction  qui 
représente  l'arc  à  rectifier ,  et  alors  par  on  raisonnement 
semblable  à  celai  qa'o%  a  fait  pour  Taire ,  on  découvre 
le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  à  laquelle  on 
repasse  par  Tintégration.  Ces  formules  pour  la  quadrature 
et  la  rectification  des^  courbes  places  ayec  quelqufss  appli<r 
cations  ^  sont  données  dans  le  chapitre  dix-septième. 

Dans  le  dix- huitième  chapitre^  on  se  propose  de  re- 
<:hercher  les  plus  grandes  et  les  moindres  valeurs  d'une 
«fonction  d'une  seule  variable^  question  qui,  qnotqu*indé- 
.pendante  de  la  considération  des  tangentes  ,  peut  néan* 
moins  s  y  rapporter^  en  effet,  à  la  seule  inspection  de 
la  courbe  qui  est  le  tableau  des  valeurs  de  la  fdncliou 
représentées  par  Tordounée^  on  voit  que  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  ,  ne  peuvent  être 
que  celtes  qui  répondent  aux  points  dont  les  tangentes 
sont  parallèles  à  Taxe  des  abscisses ,  et  que  le  maximunh 
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n  lieu  si  la  conrbe  présente  sa  concavité  h,  l'axe ,  et  le 
minimum  j  si  elle  présente  sa  courexité  au  même  axe: 
or,  les  expressions  des  coordonnées  du'centre  da  cercle 
de  courbure ,  rapportées  aux  points  où  la  tangente  est 
parallèle  à  l'axe ,  serrent  à  distinguer  y  par  le  signe  de 
y^,  si  la  courbe  eât  concave  ou  convexe ,  et  conséquem^ 
ment  y  s'il  y  a  maximum  ou  minimum.  Ainsi  la  question 
serait  généralement  résolue ,  si  la  fonction  ^^  ne  deve- 
nait jamais  nulle  pour  la  valeur  de  l'abscisse  qui  rend  la 
fonction  plus  grande  ou  moindre  ;  mais  comme  la  chose 
peut  arriver,  on  a  été  obligé  de  recourir  à  une  autre 
solution  de  là  question.,  qu'on  a  tirée  de  la  série  de 
Taylor^  sans  la  considération  intermédiaire  des  courber* 
Nous  avons  aussi  considéré  le  cas  où  la  valeur  Ae  x  ^ 
tirée  de  l'égalité  à  zéro  du  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre  ,  rendrait  infini  l'un  des  coefficiens  diffé* 
rentiels  qui  doivent  rester  pour  le  maximum  ou  le  mi- 
jiimum. 

Le  dix-neuvième  chapitre  traite  des  points  singuliers 
qui  «ont  les  points  multiples^  les  points  conjugués^  les 
limites  des  courbes  dans  le  sens  des  ordonnées  et  dans 
celui  des  abscisse»,  et  enfin  les  points  d'inâexion  et  ceux 
de  rebrôussement.  Le  calcul  différentiel ,  dit  M.  Poisson  '^ 
fournit  des  règles  certaines  pour  trouver  les  points  d'une 
courbe ,  qui  peuvent  étro  des  points  singuliers ,  lorsqu'on 
connaît  l'équation  de  cette  courbe;  mais  pour  reconnaître 
ailes  points  de  la  courbe ,  indiqués  par  le  calcul  différen-' 
tiel  »  aont  effecLivement  des  points  singuliers ,  ainsi  que 
pour  en  recoân^Ure  la  nature ,  il  n'y  a  pas  de  moyen 
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plus  assuré  y  da  moins  en  général,  qae  de  dîscoter  le  ooari 
de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points.  Dans  les  points 
d'inflexion  qu'illmporte  plus  particulièrement  d'examiner ^ 
y^  devient  nul  ou  infini ,  ce  qui  annonce  un  passage  de 
la  concavité  de  la  courbe  a  la  convexité^  on  réciproque- 
iptient  \  mais  ici  y  comme  dans  les  autres  cas ,  l'inverse  n  a 
pas  lieu.  En  effet ,  un  point  d'inflexion  est  absolu  par  sa 
pâture,  c'est-à-dire,  qu'il  reste  tel,  quel  que  soit  le  sjs- 
téme  d'axes  auquel  on  rapporte  la  courbe;  mais  en  dé^ 
plaçaat  les  axes, il  peut  arriver ,  et  il  arrive,  en  eflet , qae 
tel  passage  de  la  concavité  à  la  convexité ,  et  réciproque- 
ment,  cesse  d'avoir  lieu  ;  ainsi ,  dans  un  point  d'inflexion , 
ce  passive  n'a  pas  toujours  lieu ,  et  ce  cas  d'exception  parait 
arriver,  lorsque  l'axe  de  la  variable  indépendante  passe 
par  ce  point  ;  c'^st  oe  que  nous  avons  montré  par  des 
exemples. 

Dans  le  vingtième  chapitre, où  il  est  question  des  courbes 
polaires ,  après  avoir  traduit  dans  ces  coordonnées  les  ex- 
pressions de  la  sous-tangente  et  delà  80u»*normale ,  et  les 
.équations  de  ia  tangente  et  de  la  normale  ^  nous  avons 
donné  en  €o<»'données  polaires  les  expressions  usuelles 
des  soas4aiigentes  et  sous^noomaks  coinpiëes  sur  un  axt 
perpendiculaire  au  rayon  -Tectenr ,  à  partir  du  foyer ,  et 
celle  de  la  tangente  de  r«igle  entre  ce  rayon  et  la  tan-* 
gente  ;  puis  nous  avons  passé  à  la  recherche  du  r^iyon 
et  du  sous-rayon  de  courbure,  et  aux  formules  des  aires 
et  de  k' rectification  des  courbes  planes  ;  nonsavQns  en* 
suite  recherché  les  équslions  et  les  principales  propriétés 
des  spirales  d'uischimède ,  byperboli€[ue ,  logarithmique  » 
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«t  de  la  ooarbe  triseokrice;  et  enfin  nous  avons  exposé  la 
^énëratioD  et  donné  les  équations  des  courbes  oonclioïdey 
dssoïde  ;  logarithmique ,  sinusoïde ,  quadratrice  et  tro* 
choïde. 

A  la  suite  des  courbes  planes  qui  appartiennent  &  la 
géométrie  de  deux  dimensions ,  nous  ayons  considéré  les 
surfaces  courbes  et  les  courbes  II  double  courbure  q^i 
rentrent  dans  la  géomiétrie  h.  trois  dimensions.  Par  rappoit 
aux  surfaces  ^  nous  ayons  donné  y  dans  le  vingt-nnièmo 
chapitre ,  i^.  l'expression  d'un  volume  -,  2<>.  celle  d'une 
surface,  Tune  et  lautre  de  l'évolution.  Ici,  comme  dans 
la  quadrature  et  la  rectijScation  des  courbes  planes  ^  après, 
avoir  représenté ,  par  une  fonction  de  Tabsoisse,  le  volume 
pu  la  surface  y  nops  av^ns  recherche  deux  volomes  et 
deux  aucface^  qu'on  sache  exfunmer,  ^et  qui'',  quelque 
pet^t  que  soit  racoroiss^ement  de  la  variable  contenue 
dans  ^a  fonction,  intmoeptent  loujours  lo  volume  et  la 
surface  repcései^Me  par  la  £oi»ction  variée  diminuée  de  la 
fonction  primitive*  Alors  an  raçyett  de  rinëgaltté  formée 
des  difféuences  entre  la  grandeor  «mojenoe  et  Tune  des 
limites  $X  les  deux  limites ,  nous  avobs  d^éceuvert  le  coef-' 
ficient  dîfféreotiei  (de  chacune  des  Ibnctions  représen* 
tatives  do  volume  >et  de  la  surface  ^  «évolaitioB.  Dans 
ces  solutions,  nous  aJfOfis  :fa>t  usage  des  limites  de  la 
série  Ae  Tayhr.  .Nx>ob  ji^on8«eBsiiite  recherché,  i^.  la  for* 
m^le  de  îaîjne  4.'uu  icj^iddce  droit ,  compris  entre  un  arc 
â  We  toiul>e  ,à  «double  «eushuDe ,  sa  projection  horisotfitale 
et  les  deux  crdennées  vecticales  extrêmes  *,  ^.  -celle  d^ 
t0Cli£s»tion  d  »a  arc  de  celte  courbe.  Or  ^  li^  scjàtitm  de 


ces  deux  qoestions  devient  facile^  en  considérant  la  courbe 
de  projection  snr  le  plan  ^orisontal  de  la  courbe  à  double 
coarbure ,  comme  Taxe  curviligne  de  cette  courbe  sur  le->> 
quel  on  compte  les  abscisses ,  à  partir  d'un  poiat  fixe  ^ 
les  ordonnées  étant  les  arêtes  verticales  du  cjrlindre  droit 
ayant  l'axe  curviligne  pour  contour  de  la  base  ;  car  en  sup- 
posant que  l'arc  qui  sert  d'axe  des  abscisses ,  soit  étendu 
en  ligne  droite ,  on  est  ramené  aux  problèmes  de  la  qua* 
drature  et  de  la  rectification  des  courbes  planes.  Quelques 
applications  terminent  ce  cbapitre. 

Le  chapitre  vingt-deuxième  offre  la  Théorie  des  contacts 
et  des  développées  des  courbes  à  double  courbure.  Après 
aVoir  prélimioairement  trouvé  les  équations  de  la  tangente 
à  une  courbe  à  double  coarbure  et  celle  du  plan  nor- 
mal , .  nou;3  avons  recherché  les  formules  du  rajron  du 
cercle  osculaténr  et  des  coordonnées  de  la  courbe  des 
centres;  nous  avons  prouvé  que  cette  courbe  des  centres, 
ne  serait  une  développée  que  dans  le  cas  où  la  courbe 
proposée  serait  toute  entière  dans  le  même  plan.  Au  reste , 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  nous  avons 
démontré  ,  d'après  M*  Monge  (  Théorie  des  surfaces 
courbes  et  des  courbes  à  double  courbure  ) ,  une  suite 
de  théorèmes  sur  les  développées  des  courbes  planes  et 
à  double  courbure;  ensuite,  et  toujours  d'après  M.  Monge ^ 
nous  ^vpns  résolu  ces  deux  questions  :  étant  données  les 
équations  d'une  courbe  k  double  courbure ,  trouver  ^ 
i<>.  [celle  de  la  surface  développabie  ^  qui  est  le  lieu 
géométrique  de  ses  développées-,  a»,  celles  de  l'arête 
de  rebroassement  de  la  niénie  sutface  ^  et  nous  avons  été 
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^condoits  de  nouveau  à  la  formole  dëja  obtenue  du  rajroa 
de  courbure.  Enfin ,  apria  avoir  défini  les  pointe  de  aimple 
e£  de  double  inflexion  dea  oourbea  à  double  courbure , 
nous  donnons  les  formules  qui  font  trouver  ees  pointe  eu 
même  tems  que  ceux  de  rebrouaaeaient.  * 

Dans  le  vingt-troisième  chapitre  où  il  est  question  dea 
surfaces  courbes ,  nous  donnons  d'abord  les  équations  du 
plan   tangent  et  de  la  normale  y  et  les  expressions  des 
tangentes  de  l'inclinaison   du  plan  tengent  sur  le  plan 
horiaootal ,  et  de  1  angle  de  la  trace  horisonUle  de  ce  plati 
avec  Taxe  des  abscisses ,  puis  celles  des  cosinus  des  angles 
de  la  normale  avec  lès  trois  axes.  Nous  étendons  ensuite 
aux   surfaces   courbes  la  théorie  des   contacts  ,  exposée 
relativement  aux  lignes  courbes ,  et  nous  démontrons , 
lo.  qn'il  existe,  pour  chaque  point  d'une  surface  coprbe, 
deux  lignes  y  Tune  de  plus  grande  et  l'autre  de  moindre 
piente  ou  courbure ,  qui  se  coupent  à  angles  droits  ;  s^.  qQe 
ces  courbes  sont  les  seules  sur  la  surface  qui  puissent 
avoir  une  développée  formée  par  les  centres  de  courbure. 
Noua  terminons  ce  chapitre  par  les  équations  des  sur- 
faces cylindrique,  conique  et  de  révolution ,  déduites  de 
la  considération  du  plan  tangent. 

Lorsqu'il  s'agit  de  la  «sufaatore  dea  sotidea  en  général  y 
Qu  ^aaaî^é  aisément  les  expr^essiona  ^dits •  deux  volumes' 
entre  lesqiiela  est  fon|ours  compris  raccroissement  du 
voluma  G^ei)^,  c'est-à-dire,  celui  qui  s'appuie  sur  le 
re^taag^  des  accroiasemens  dea  variables  indépendantes 
et  qui  se  tennine  h  la^surfaoe  oouAe^  en  sorte  qu'on  peut 
forfnetr  we  î«égaUté  qui  devant  avoir  lieu^  quelque  petits 
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que  ftoienl  les  accroissemens  des  variables  itidépendanlctf , 
donne  le  coefEcient  différentiel  du  second  ordre  de  hi 
fonction  inconnue  par  laquelle  on  a  représenté  le  yolume. 
Itfais  la  recherche  des  limites  a  des  difficultés  par  rap- 
port à  la  portion  de  sur£ace  qui  recouvre  le  volume,  et 
M.  Lagrauge  n'a  pas  traité  cette  question  :  pour  la  ré* 
soudre  d'après  les  mêmes  principes,  j'ai  d  abord  supposé 
la  portion  de  surface  qui  recouvre  le  parallélipipède  qui 
s'appuie  sur  le  rectangle  des  accroissemens  des  variables 
indépendantes ,  toute  entière  concave  ou  convexe  vers  le 
plan  horisontal,  et  telle  qu'elle  ne  renferme  pas  de  points 
singuliers ,  et  j'ai  '  démbntré  que  cette  surface  paralléto- 
grammique  est  comprise  entre  celles  des  deux  parallélo- 
gramnies  tangens  menés  par  les  extrémités#de  la  plus 
grande  et  de  la  plus  petite,  ordonnée  ,  et  inscrite  entre 
les  faces  du  parallélipipède  :  alors  il  restait  à  évaluer  ces 
limites;  cela  fait,  on  obtenait,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la 
ionction  par  laquelle  on  a  représenté  la  surface.  Dans  ces 
deux  questions  qui  sont  le  sujet  du  vingt -quatrièitie 
chapitre ,  on  emploie  les  limites  des  développemens  d'une 
fonction  de  deux  variables. 

Enfin  f  le  .dernier  chapitre  de  l'Ouvrage  contient 
la  théorie  des  plus  grandes  et  des  moindres  fonctions  de 
deux  et  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. J  ai  considéré  le  cas  où  il  existait  entre  plusieurs  de 
ces  variables  une  ou  plusieurs  relations  données  qui  doivent 
être  en  plus  petit  nombre  que  ces  variables,  et  celui  où  les 
coefficiens  différentiels  prennent  des  valeurs  infinies. 
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•à 

n  me  reste  a  parler  dès  notes  qai  sont  à  la  suTte  de 
rOûTrage.  Celles  qui  se  rapportent  au  texte  ,  sont  an- 
nombre  de  quatre  :  la  première  renferme  une  démons- 
tration du  théorème  de  Taylor ,  due  à  M.  Poisson  ,  et 
consignée  dans  la  Correspondance  sur  l'École  Polytech" 
ni^ue  }  dans  la  seconde,  je  donne ^  d'après  M.  Lagrange 
(Calcul  des /onctions)  y  une  détermination  aiAoncée  dans 
le  texte  ,  du  coefficient  qui  reste  indéterminé  dans  lar 
série  du  sinas  suivant  les  puissances  de  l'arc  >  dans  la 
troisième,  je  démontre^  ainsi  que  je  Tai  encore  annoncé^ 
dans  rOoTrage ,  que  quel  que  soit  l'exposant  d'un  bi- 
nôme, le  coefficient  numérique  du  second  terme  du  dé- 
veloppement, est  toujours  égal  à  cet  ^exposant;  enfin, 
oomme  le  théorème  des  limites  des  développemens  des 
fonctions  d'une  et  de  deux  variables ,  sert ,  comme  on  1'» 
vo ,  de  fondement  aux  applications  du  calcul  différentiel , 
î'en  donne  une  nouvelle  déiponstralîon  tirée  du  grand 
T'raité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Lacroix, 
qai  a  parn  an  moment  où  l'on  imprimait  ces  i||tes. 

J'ai  pensé  qu'il  convenait  de  faire  connaître  la  méthode 
infiiitésimale  et  celle  des  limites  ^  parce  que^  dans   lu 
mécanique  et  dans  toutes  les  applications^  on  emploie  tou-» 
)our8  la  première^  et  qu'assez  généralement  on  expose  le 
calcul  différentiel  parla  seconde.  Ainsi  j'ai  refait^  par  les 
infiniment  petits,  non-seulement  les  chapitres  de  l'Ouvrage 
que  leur  emploi  abrégeait ,  mais  encore  d'autres  solutions^ 
dans  le  seul  but  de  familiariser  le  lecteur  avec  ces  considé- 
rations. De  cette  manière^  l'identité  de  la  méthode  du  texte 
et  de  la  méthode  infinitésimale  étant  prouvée  par  celle  des 
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réftoltats,  j'ai  été  dispensé  de  m'ëteadre  sar  les  principes  de 
celle*ci ,  qu'on  trouve  diseutés  avec  une  rare  sagacité  dans 
nn  excellent  écrit  de  M>  Camot ,  ayant  pour  titre  :  Ré^ 
flexions  sur  la  tnétaphysiçue  du  calcul  infinitésimal  ou 
dijférentiel.  Quant  à  la  seconde  méthode  généralement 
adoptée  dans  renseignement,  il  me  semble  que  ce  qiie  j'en 
ai  dit  j  suffit  (K>ur  mettre  le  lecteur  en  état  de  faire  lui*mém9 
le  calcul  différentiel  par  les  limites.  Ici  j'ai  démontré , 
d'après  MM.  Amphre  et  Bitieî  atnéf  que  toute  fbnctiou 
d'une  seule  variable  comporte  une  différentielle  première 
qui  ne  peut  devenir  nulle  on  infinie  tant  qu'on  laisse  U 
variable  indéterminée.,  théorème  fondamental  lorsqu'on 
vent  débuter  par  les  régies  de  la  différentiation ,  2i  la  suite 
desquelles  je  donne  due  démonstration  de  la  série  de 
Taylor,  encore  due  à  M. .ampère/ et  qui,  dana  cette 
nouvelle  distribution  des  matières ,  ne  devient  nécessuirt 
que  lorsqu'on  passe  aui^  applications. 
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CALCUL  DIFFERENTIEL. 


NOTIONS    PRÉLlMlwmiRES. 


LJkvs  1* Algèbre  ordinaire  y  on  distingue  les  'quantités  en 
connues  et  en  inconnues  y  et  on  a  coutume  de  désigner  les 
unes  par  les  premières  lettres  de  Talphabet  y  et  les  autres  par 
les  dernières. 

L'application  de  Palgèbre  à  la  théorie  des  courbes^  a  fait 
d'abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent  dans  l'équation  d'une 
courbe 9  en  données j  telles  que  les  axes,  les  paramètres^  etc. ^ 
et  en  indéterminées.  Depuis  ^  on  a  envisagé  ces  mêmes  quan- 
tités sous  Faspect  plus  naturel  de  constantes  et  de  variables. 
Une  expression  analytique  de  forme  quelconque ,  qui  ren- 
ferme des  variables  et  des  constantes^  s'appelle  fonction  de 
ces  varimbles. 

Nous  désignerons  les  variables  de  la  fonction  par  XyfyZy  etc^ 
et  les  constantes  par  a  y  b  y  c  y  etc.  Pour  marquer  une  fonc- 
tion d'une  seule  variable  comme  Xy  nous  ferons  simplement 
1  précéder  cette  variable*  de  la  caractérisliqueyou  F  y  sans  mettre 
en  évidence  les  constantes  qui  se  trouvent  combinée»  avec  la 
yarjable.  sous  le  signe  y  ou  F)  mais  lorsqu'il  s'agira  de  désigner 


l 
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la  fonction  d'une  quantité  déjà  composée  de  cette  vtriable^ 
comme  x*, ....  a-\-  bx ,  etc.  ,  il  faudra  renfermer  cette  quantité 
entre  deux  parenthèses  :  ainsi  f  [x*) ,  f  {a-^bx)  etc.>  dési- 
gneront àt%  fonctions  de  x*»j  de  a-f-^x^etc. 

Lorsqu'une  équation  entre  deux  variables  x  fX  jj  est  ré- 
solue par  rapport  à  j^^  par  exemple,  en  sorte  qu'on  ait 

on  dit  que  y  est  une  fonction  explicUe  de  x  j  mais  si  y  dépend 
de  X  par  Téquation 

/(x,j')=o, 

on  dit  que  y  est  t^  fonction  implicite  de  x. 

Celle  des  deux  variables  qui  est  sous  le  signe  de  fonction 
dans  y^ss^fxy  est  dite  variable  principale  ou  indépendante  ^ 
et  l'autre  est  la  variable  dépendante^ 

Il  y  a  lieu  aux  mêmes  distinctions  dans  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  x,  y^  Zy  etc.  liées  par  une  seule  équation; 
cette  équation  peut  être  ou  n'être  pas  résolue  par  rapport  à 
l'une  des  variables,  et,  dans  le  preuiier  cas,  les  variables  qui 
sont  sous  le  signe  fonction ,  sont  dites  variables  principales 
ou  indépendantes j  parce  que  des  valeurs  successives  attribuées 
à  celles-ci  y  dépendent  celles  de  la  variable  par  rapport  à  la- 
queMe  réquation   est  résolue. 

Les  fonctions  se  distinguent  encore  ^n  fonctions  algébriques  ^ 
fonctions  transcendantes  ,  fonctions  inIran scendantes m 

Les  premières  sont  celles  qui  peuvent  toujours  être  rame- 
nées à  une  forme  rationnelle  sous  un  nombre  fini  de  termes. 

Les  secondes  contiennent  des  exponentielles,  des  loganthmes, 
des  lignes  trigononiétriques ,   des  arcs  de  cercle,  etc. 

Les  troisièmes  enfin,  ainsi  nommées  par  LeibnitZf  parce 
qu'elles  tiennent ,  pour  ainsi  dire ,  le  milieu  entre  les  deus 


Dl    CAIiCUL    I>IPF]IR£I«TIE1«.  5 

premières  y  sont  celles  dans  lesquelles  les  exposans  des  varia^ 
bleS  sont  irrationnels ,  comme  y^^  V^ f  ^^^* 

A  la  naissance  du  Calcul  différentiel ,  dit  Lagrange  y  on 
n'avait  pas  encore  une  idée  assez  étendue  de  ce  qu'on  entend 
par  Jonction, 

«r  Les  premiers  analjrstes  n'avaient  employé  ce  mot  que  pour 
«  désigner  les  différentes  puissances  d'une  même  quantité ,  et 
«  on  en  a  ensuite  étendu  la  signification  à  toute  quantité 
<  formée  d'une  manière  quelconque  d'une  autre  quantité  )  il  est 
«V  aujourd'hui  généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  va- 
«  leur  d'une  quantité  dépend  y  suivant  une  loi  donnée  y  d'une 
a  ou  de  plusieurs  autres  quantités  données.  » 

«  Sous  ce  point  de  vue^  on  doit  regarder  l'algèbre  comme 
«  la  science  des  fonctions  •  et  il  est  aisé  de  voir  que  la  réso-» 
«  lution  des  équations  ne  consiste^  en  général ,  qu'à  trouver 
c  les  voleurs  des  quantités  inconnues  en  fonctions  déterminées 
«  des  quantités  connues*  Ces  fonctions  représentent-  alors  les 
«  opérations  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités  connues  pour. 
«  obtenir  les  valeurs  de  celles  que  Ton  cherche,  et  elles  no 
«  sont  y  à  proprement  parler  y  que  le  dernier  résultat  da 
«  calcul.  » 

n  Mais  en  algèbre,  on  ne  considère  lei  fonctions  qn^autant 
«  qu^elles  résultent  des  opérations  de  l'arithmétique,  généra-- 
«  lisées  et  transportées  aux  lettres  ^  au  lieu  que ,  daps  le  calcul 
«  dont  il  va  être  question  ^  on  considère  les  fonctions  qui 
«  résultent  de  Topcration  algébrique  du  développement,  lors-> 
«  qu'on  attribue  à  une  ou  plusieurs  des  quantités  de  la  fonc« 
I»  tion,  des  accroissemens  indéterniini^s.  n 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Développement  de  f(x-4-i)  suwant  les  puissances 
ascendantes ,   entières  et  positives  de  i  ^   x  et  i 

m- 

étant  quelconques.  Un  terme  quelconque  de  ce 
développement  peut  être  remîu  plus  grand  que 
la  somme  de  tous  les  suivans. 

Soit  fx  une  fonction  quelconque  de  x*j  si  on  augmente  x 
€^une  quantité  quelconque  i ,  la  fonction  variée  f  (  x  +  i  ) 
pourra  toujours  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes^ 
entières  et  positives  de  i^  la  variable  x  restant  indéterminéû  j 
c'est-à-dire  ,  ne\  prenant  aucune  valeur  particulière* 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  que^  lorsqu'on  ne  prononce 
rien'  sur  ;r^  on  doit  avoir  * 

/  (X  +  O  s=/r  +  Pt  +  il'i*  +  PH^  +  etc. 

D'abord  puisque  Ia  fonction  non  développée  / {x -\' i)  doit 
devenir /x  pour  1=0^  le  développement  doit^  sous  la  même 
hypothèse ,  se  réduire  à  fx  qui  sera  conséquemment  son  pre- 
mier ternie  ^  ou  le  terme  sans  U 

Je  dis,  en  second  lieu^  que  ce  développement  ne  peut  com- 
porter un  seul  terme  de  puissance  négative  y  ou  fractionnaire  de  i* 
^  Supposons  d'abord  que  l'un  de  it&  termes  puisse  étre«.««i> 

G»-"»  ou  —  :  pour  /=o,  le  terme  t-  deviendrait  — =00, 
en  sorte  qu'on  aurait 

^  =  0Q       ou      --—  =  0, 

fx 
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cquarioa  d«  laquelle  on  tirerait  des  valeurs  particulières  ie  x, 
et  Ton  a  supposé  que  la  variable  x  restait  indéterminée. 


m 


Passons  au   second  cas  ^    et    soit   l'un    des    termes  Gt  '^ 


n 


OU  G^i"*  :  il  est  clair  que  les  radicaux  qui  sont  dans  la 
fonction  fx  y  se  retrouvent  tous  et  sous  les  ménies  indices  dans 
f  {x  -{^  i)  ,  et  qu'ainsi  les  fonctions  y  (  JC  +*)  ti  fx  pren- 
nent le  même  nombre  de  valeurs  ,  -en  observant  que  tout 
radfical  a  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  exposant,  et  que  toute  fonction  irrationnelle  a^  par  con- 
séquent, autant  de  valeurs  différentes  qu'on  peut  faire  de* 
combinaisons  des  différentes  valeurs  des  radicaux  qu'elle  ren- 
ferme. Donc  ;  si  le  développement  f  {x  '\-  i)  pouvait  conte- 


m 


nir  un  terme  tel  que  Gi  *"  ^  chaque  valeur  Ae  fx  êe  combina- 

n 

rait  avec  chacune  des  n  valeurs  du  radical  [/i'^  y  de  sorttt 
que  la  fonction  développée  aurait  plus  de  valeurs  différentes 
que  la  même  fonction  non  développée  y(x-|-/};  ce  qui  est 
absurde.  * 

Cette  démonstration  suppose  y  à  la  vérité ,  que  les  radicaux 
dey3r  qui  repassent  dans^  (x-f-x)^  conservent  leurs  indices 
dans  les  fonctions  de  x^  représentées  par  Pj  P* ^  jP^^  etc.'f 
c'est  ce  que  prouvera  la  détermination  par  \t  calcul  diffé'-  . 
reniiel  de  ces  coeificiens  P;  P',  P",  etc. 

Ce  développement  de  J^{x  +  0  ^^^  donc  vrai  Wnt  que  x  et 
i  restent  indéterminés^  ce  qui  n'aurait  plus  lieu  ^  si  on  don- 
nait à  X  des  valeurs  déterminées  ;  car  il  serait  possible  que 
ces  valeurs  détruisissent  dans  /x  quelques  radicaux  qui  pour- 
raient néanmoins  subsister  dans  /  (x  -{^  i). 

Pour  donner  on  seul  exemple  de  cette  circonstance,  soift. 


m 


fx^=Fx  y.  \f  X  — 
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Fx  étant  une  fonction  de  x  sans  radicaux;   la   fonction*,* 


m 


f.x  +  i)  sera  F{x  +  i)V x — a-f-t  ;  et  pourx  =  a,Ta« 
leur  qui  anéantit  le  radical  dans^^  on  aura 

en  sorte  que  le  développement  de  y  (x  -f-  i) ,  pout*  a?  =  a  ^ 
contiendra  des  phiss^^nces  fractionnaires  de  L  Si  Ton  suppose 
encore 

Jx  z^ty/x-^a) 
auquel  cas 

©n  voit  que  si  l'on  fait  or  s=3  —  a  ,  h^othêse  sous  laquelle 
le  radical  disparaît  dans  /r,  les  coefliciens  de  i,  i*,  etc.,  de- 
viennent infinis,  et  en  même  tems,  la  fonction  JCx-i^i) 
devient  ^t. 

Mais  nous  examinerons  à  part  ces  sortes  de  cas  et  les  con- 
séquences qui  en  résultent. 

On  peut  concevoir  le  développement  général  formé  comme 
il  suit.   On  a  d'abord 

J  (x  +  i):=:fx  +  ip 

en  désignant  par  ip  la  totalité  du  développement,  à  Pexccp- 
tion  du  premier  terme  ;   en  sorte  que 

ip:=;:Pi  +  P'i*  +  PH^  +  etc. 
:=t{P  +  P'i  +  P'fi-+ etc.) 

m 

d'où,  après  la  division  par  i. 

p=P+P'i-i.  pif  +  etc. 


Ainsi  P  est  ce  que  devient  p  ,  on  /(^  +  f^  — A  ^ 


en 
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faisant  £  =  o.  On  aura  donc  y  pour  t  =  o  9 

P=  /-(r+O-Zx ^,j     , 

On  a  ensuite  ^ 

en  posant 

iq  =  P'i  +  -P"i'  +  P»'i^  +  etc. 

cl'oli  j  après  la  division  par  i^ 

q:=iP'  +  PH   +  P'f'i^  +  etc.  î 
ainsi  P'    est  ce  que  devient  q  en  faisant  £  =  b  dans  9  ou 
^sins    iL — ; .  :  nous  poserons  donc  9  pour  1  =  0^ 

P'  =  £— ...    .(a). 

Sî  l'oç  fait 

ir  =  Pfi  +  P"'i*  +  eic ,    d'où  rzsP»  +  PH  +  etc. 

ou  aurai 

9t=P'  +  ;r-, 

Ainsi  -P^  est  ce  que  devient  r,  on  -^ — r— •  pour  1=0;  c*cst 


ce  que   nons  noterons  ainsi  y 

—  P' 

pour  17=: o.  Dans  la  même  hypothèse, 


a—P' 

P^=    ^    .     ■     .  •  .  .(3) 


r  —  P^ 

piu  _  ., — . ....  (4) 

cl  ainsi  des  autres  eoeffîciens.  Ces  coefficiens  P,  P,  P^,  P'^,  etc.  ^ 
^nt  dovfi  les  valeurs  vraies  des  fractions  ■  > 
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p  —  P      q—P'        r—P«  ,,  . 

'^ — :— ,    -^ — r—  f  .         1   etc.  •  qui  toutes  se  réduisent 

i  i  i  * 

à  ^  dans  la  seule  hypothèse  i  =  o  (  Alg*.,  i**.  sect.  ). 

Aussi','  dit  Lag;rangey  Calcul  des  Fonctions ,  page  3 18  2 
«  Ceux  qui,  d'après  Euler^  regardent  les  dilTérentielles 
«c  comme  de  véritables  zéro^  et  par  conséquent  leur  rapport 
«  comme  celui  de  zéro  à  zéro ,  sont  dans  toute  la  rigueur  de 
«  l'analyse ,  etc.  »^ C'est  donc  sur  cette  considération  que  nous 
établirons  le  Calcul  qui  est  l'objet  de  ce  Traité. 

Nous  avons  vu  que  le  coefficient  P  de  la  première  puissance 
de  i  dans  le   développement  ieJ'(X'^i)j  était   la  valeur 

vraie  de  la  fraction  ^^-^ •-— — :— —  pour  1  =  0;  mais  toute 

fraction  qui  devient  |  lorsqu'on  attribue  à  une  seule  des  quan- 
tités qu'elle  contient  ;  une  valeur  particulière  ,  prend  pour 
valeur  vraie  ,  soit  zéro  y  soit  l'infini ,  soit  enfin  une  fonc- 
tion des  quantités  qc^'elle  contient  (  Alg.y  1'*.  sect.  )  :  or 
nous  ferons  voir,  dans  le  chapitre  suivant,  que  la  variable  3^ 
restant  indéterminée,  la  fonction  P  ne  peut  être  ni  nulle  , 
ni  infinie.  -t 

Le  développement  de  J  {x  4-  0  P^ut ,  sous  ces  abrévia* 
tions  ,  • 

p  =  P  +  P'i  +  Pf'i'  >  +  etc. 

g=P  +P"i+   P"U-,        etc. 

n^Pf  +  P^"i  4.  P'^t  » ,        etc. 

etc. 

être  mis  sous  l'une  quelconque  de  ces  formes 

=fx+Pi+  qi^ 
z=zJx  +  Pi  +  Fi'  +  ri^ 
c=yx  +  PL  +  Pi-  +  P^i^^  Si^  , 
-f  eic. 


y 
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et  alors  il  devient  facile  de  démontrer  qu'on  peut  toujours 
assigner  pour  /  une  valeur  telle  que  l'un  quelconque  des  termes 
de  la  suite  qui  représente  J \x  -{^  i) ,  l'emporte  sur  la  somme 
de  tous  les  suivans,  théorème  qui  est  d'un  grand  usage  dans 
les  applications  de  ce   calcul  à  la  géométrie  des  courbes. 

En  e^et ,  i  n'étant  pas  dans  Jx ,  ni  dans  les  fonctions  Py 
P' y  Pff  y  etc.  y  on  peut  toujours  concevoir  i  tellement  petit 
qu'on  ait  i^. 

Jk  ^  pij  et  cpnséqueniment 

Jx>  Pi  +  P'i^  +  PH^  +  etc. 
a**-  P>çi,  d'où   Pi>'  qi*  y  c'est-à-dire, 

Pi  >  p/»  +  pr/î  +  pitiik  ^  etc.  j 

5*».  P'>ri,  d'ottP't»>ri3,  c'est-à-dire, 

P't»  >  P»P  +  PfU^  +  P'^'i^  -I-  etc. 

et  ainsi  de  chacun  des  autres  termes  du  développement ,  par 
rapport  à  la  somme  de  ceux  qui  le  suivent. 
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CHAPITRE    II. 

Des  Théorèmes  de  Tajlor  et  de  Maclaurin. 

Co^rsiDÊRÔivs  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x , 
que  nous  désignerons  par  /x.  Nous  avons  démontré  que  le 
dëveioppement  de  f  {x  ^  i),  lorsque  x  étoit  quelconque, 
procédait  toujours  suivant  le;s  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  iy  et  que  le  terme  sans  i  de  ce  développe- 
ment était  la  fonction  primitive  elle-même,  c'est-à-dire ,  ,^. 
Il  reste  maintenant  à  déterminer  les  fonctions  dé  x  qui  mul- 
tiplient les  puissances  de  i  y  ou  ,  au  moins  ,  à  rechercher  com- 
ment ces  fonctions  dépendent  de  la  fonction  primitive. 

A  cet  effet  y  donnons  à  la  Tanable  ou  à  Tabscisse  x  one 
suite  de  valeurs  x  y  x'  y  x"  ^  x^" ,  etc. ,  en  progression  par 
différences  égales,  cl  soient  j-,  j-',  j'*,  j^" ^  etc.,  les  Valeurs 
correspondantes  de  la  fonction  fx  ou  de  l'ordonnée  j^^  si  on 
dénote  la  différence  entre  deux  ordonnées  consécutives  ,  par  le 
signe  A  appliqué  a  l'ordonnée  qu'on  retranche,  différence  qui 
peut  ctre  en  plus  ou  en  moins,  on  aura  cette  suite  de  différences 
prt:mièr€S* 

y'-y-^r^  j^-y-^f,  y-.j-^=Ar^^*^-y=Ay,  etc. .  .(i) 

Si  on  considère  les  différences  entre  ces  différences  suc— 
cessives  ùjy  Aj^,  A^*,  etc.,  et  qu'on  applique  toujours  le 
si;<ne  A  à  la  différence  retranchée,  on  aura  cette  suite  de 
différences  secondes. 
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On  aurait  pareillement  cette  suite  de  différent^  troisièmes ^ 
donnée  par  les  différences  entre  les  difTérences  secondes  con- 
sécutives 

A^y  —  Ay  =  A^,.  Ay9  ~  Ay  =  Ay,  etc (3) 

et  généralement  / 

^(«-.)^/  ^  aC"- Oj-  =  aWj- (A/) 

(/I-— i)  et  (11)  étant  des  nombres  d'accens. 

De  tontes  ces  suite?  ,  on  dédait  facilement  celles-ci 

/  —y   +4r  =r+  Ar 
•y/  =y  +Ay  =j  +  2Ajr+  A^ 

y  =y/  +  Ay'  =y  +  3A/  +  3Ay  +   A»y 
^  j'-  =  j-''/  +  Afif  =x  +  4AJ  +  6Ay  +  4Ay  +  àf^. 

etc.     ^ 

On  remarque  dans  tous  ces  dévèloppcmens^  i^.  que  les 
coefficiens  numériques  sont  ceux  de  la  puissance  d'un  bi- 
nôme ^  marquée  p^r  le  nombre  qui  compterait  les  accens  dtt 
la  fonction  y  qu'on  développe  ;  2*.  que  le  premier  termef 
est  toujours  la  fonction  primitive  ^  ou  la  première  ordonnée  j 
3^.  que  les  indices  du  A  vont  toujours  croissant  d'une  unité 
depuis  zéro  ,  en  regardant  jr  commç  A°y,  jusqu'au  nombre  dei 
accens  de  Tordonnée  qu'on  considère. 

Il   est  donc  naturel  de  supposer 
jr{-)=jr+  nAjr+  -^—L Ay  +    ^    ^  J\ i a'/  +etc. . . (iV); 

mais  la  relation  entre  ^("+0  y  y ,  tt  les  différences  succes- 
sives relatives  à^^  devant  être  la  même  que  .celle  qui  a  lieu 
entre  jr(")^  y  et  les  différences  relatives  à  ^,  on  aura 

<n4..^        #  .  ,.'»('»->)         ,  .  n(n-i)(/i-a)Ay   ,     . 
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en  $orle  qoi^  si  on  remplace  y* y  Ay ,  A^'i  c4c.  par  I^^urs 
"valeurs  tirées  des  égalités  (j),  (2),  et  (5}|  etc.  ,  on  trou- 
Tera 

+  ;.a.3 ^^^-*-''*=- 

1*3  I  •?• J 

aussi  les  coefBcieos  numériques  d'un  binôme  élevé  à  la  puis- 
sance n  4-  1  •  jdonc  ces  coefficiens  ayant  été  vérifiés  jusqu'au 
développement  de  j^C") ,  auront  encore  lieu  en  passant  de  ce 
développement  à  celui  de  j^C"**"  ■  ) ,  dans  lequel  la  loi  des  dif- 
férences de  ^  est  d'ailleurs  la  même  que  dans  j^C"). 

Si  Ton  observe  que  jr^)  est  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abs- 
cisse x("),  et  qu'aussi  les  abscisses  .r,  a:',  a:",  jc'", . . . . a:C"J  ^ 
forment  une  progression  croissante  dont  la  différence  est  cons- 
tante ,  on  aura  d'après  la  notation  déjà  convenue  ^ 

a:'— a:  =  Ax ,     x^l —  X  =  %Ax ,     «'"—  x  =  3ax  ,  etc. , 
^et  conséquemment 
iv''=:X'{-Ax  y  a:"=a:+aAar,  a:'"=x+jAa:..,.a:C")=x-f-nAx. 

Si  donc  on  fait  nAx  =z=i,  d'oii  Aâ:=  —  ^  et  qu'on  se  rappelle 

n 

91e  ^C")  =/  {x  4-  nA;r )  =/  (  x  4-  ê) ,  (  A^)  deviendra 

ot  ,  il  a  été  démontré  (chap.  !•'.)  que  si  dansyx  on  change 
or*  en  x-\'Ax ,  le  développement  de  /(:r4-Ax)  est  de  la  forme 

jf  (X  +  Atr)  =/x  +  PAor  +  PAo?'  +  F/Ax'  +  etc (4> 
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Py  Pj  P',  eiCy  étant  des  fonctioDs  de  x  ;  donc  ;  à  cause  de 
y  (a:  +  Ax  )  =  J^,  lorsque  yz=zfxj  on  aura 

y— J  =  Ar  =  -P^^a:  +  P' Ax*+  P'Ao:'  +  P''Aar4^  .j,  ctc-  (5) 

Pour  passer  du  Aj"  au  Lj'  ^  et  conclure  le  développement  du 
L*jy  il  faut  dans  Af,  c'est-à-dire,  dans  P,  /»',  P»,  etc.  , 
changer  x  en  jr-f-Ao:;  et  comme  alors  P  deviendra 

P  +  P,A  X  +  P„  Aor'  +  etc. , 
P'  deviendra 

P+P/Aa:+P,/A«'+  etc. 
P^  deviendra    • 

F/+P/Aa:+P,/Aa:*+  etc. 

etc. 

il  s^ensuit  que  la  différence  Ly  — i-  ty ,  c'est-i-dire  ,  A^* 
sera  ,  après  les  réductions  , 

A'j-  c=  QAx»  +  Q'AX^  4-  Ç//Aar4  +  «te (6) 

où  *Q  représente  P,, 

Pour  former  le  A^^,  on  composera  t^f  par  la  subslitutîon 
X  -\'  Lx  pour  X  dans  A^,  ou  dans  Q,  Ç',  Qi^ ,  ctc^  ce 
qui  changera  Q  en 

Q    +  Q,Aa:  +  Q„Aar* ,   etc. 
Ç'  en 

Ç'  +  Q/Aj:  +  Ç,/Ax' ,  etc. 
Q^  en 

Q*  +  Q/'Ar  +  Q,;^Aa:*,  etc. 
etc. 

et  la  différence  Aîr' —  A»jk  =  A^j-  deviendra,  après  les  ré- 
ductions, 

Aîjr=/JAxï+  il'Ax4  +  mnx^  +  etc (7) 

oîi  R  représente  Q,. 


• 


« 
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On  trouvera  de  même 

A^jr'=  Sax^  +  S'Ax^  +  S^Ax^  +  etc. ..,..  (8) 


aC"- 0  =  Uax^'  +   17'' Aor»     +  C/^^A^r""*-  +  ctc- 
aC^j  =:i=    f'Aar"    +  f^Ax"+'  +  F^ax"*-^  +  ctc» 

Ces  substitutions  faites  dans  (  iV'  )  pour  A^>  A'j^;  A'y,  etc.  , 
donneront  '  ' 

/(x+  i)  =/x  +  n{  Fax  +  P'Ax*  +  etc.  } 

4-  ""("^'^  jj  QAX-+  Q'Ax'  +  etc.  l 
+   "^"";;,^^3~'V{  /?Ax^  +  «'Ax4  +  etc.  } 


nr7i-^i)(n  — 2)(j2  — 5) 


|»Sax^»+  5'Aâ:5  ^  etc^  > 


1 .2.3.4 

+  etc. 

Qu'en  place  de  Ax  et  de  ses  puissances  dans  le  développe— 

ment ,  on  mette  —  ^    et  les  puissances   correspondantes  :    on 

n 

aura  cette  nouvelle  forme  de  développement 

f{x  +  i)=fx  +  n{p±  +/"£.+etc.l 

H ^ ^ i  ^  T  +  ^  —  +  etc.  } 

-f-  etc. 

Mais  à  cause  de  i  :=  nAx  ,  on  voit  qne   t  ne  variera  pas  ai 
l'on  prend  des  sous*multiples  quelconques  de  Ax  avec  les  jnul— 
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iS 


tipJes  conrespondans  de  n^  et  —  variera  dans  les  mêmes  fay^ 


pothèses^  donc  on  ne  doit  retenir  du  développement  (A^'O  ^^ 

y  (a:+  ï)  que  les  termes  indépendans  de  —  ;     autrement  la 

fonction  développée  aurait  beaucoup  plus  de  valeurs  que  la 
même  fonction  non-développée ,  ce  qui  impliquerait  con- 
tradiction- Ainsi  après  avoir  exécuté  toutes  les  multiplica- 
tions dans  le  développement  (A'")  9  i^  faut    rejeter  la  totalité 

des   termes  multipliés  par  — y  quelles    que    soient    les   puis* 

sances  de  i  et  de  n.  Ce  développement  se  réduit  donc  à 


/3 


/4 


1  .2  1 .2.3  1 .2. 0.4 


+  etc..(iV''0 


Ici  les  fonctions  P,  Q,  R,  S ,  etc.|  sont  les  valeurs  vraieé 
de  ces  rapports 


AX 


^y 


=  P  -f  P'Ax  +  etc (a) 


AX 


aV 


—  =Ç+Q'Aa:+etc. 


{by 


,      ==  /I  +  R'Ax  -f.  etc (c)    ^ 


^^n-x    =  ^+  1^'à.x  +  etc {m) 

A^'".'r 

:f-  =  ^+  y'Ax  +  etc (/j) 


Ao.' 


etc. 


<lans    rhjrpoihcse  Ax=o,  pour  laquelle  on  a  A^  =  o,..., 
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A"j=o,  A^=o  , AC"~')y=o,  AC")y=;  o,  puisqu'a* 

lors  Y^  y^^ redeviennent  y»         ' 

Il  est  essentiel  d'observer  que  l'hypothèse  du  Lx  ==  o  n'a 
pour  objet  que  de  faire  trouver,  d'une  manière  abrégée ,  les 
fonctions  P,  Q,  R^  etc.,  qu'on  pourrait  obtenir  sans  rien 
prononcer  sur  Ax  ,  en  effectuant  la  totalité  des   développe— 

mens  de «  «  etc. .  dont  on  ne  prendrait  ensuite  que  le 

AJr  '  Aa:»  \ 

premier  terme  ou  le  terme  sans  Ax  \  en  sorte  que  cette  hypo- 
thèse n'influe  pas  sur  l'accroissement  de  i,  et  ne  le  détruit 
pas  y  comme  on  aurait  pu  le  penser  d'abord. 

Ainsi  I  d'après  (4) ,  la  fonction  P  est  le  coefficient  de  La 

première    puissance   du   Ax  dans  le    développement  de  •  •  •  • 

/"  (x  -f-  Ax)5  elle  est  aussi  d'après  (a)  la  valeur  vraie  du  rap- 

Ar 
port  ~~  y   pour  Ax  s=  o. 

AX 

La  fonction  Q  ou  Pg  n'est  que  le  coefficient  du  Ax  dans  ]« 
développement  de  Py  après  le  changement  de  x  en  x-{-Ax.  Celte 
fonction  Q  est  encore ,  d'après  (^),  la  valeur  vraie  du  rapport 

A*!'"»  "■ 

—     ■  *  pour  Ax  =  o* 

lAx*  '   ^ 

La  fonction  R  ou  Q,  est  le  coefficient  da  Ax  dans  le  dé-* 

veloppement  de   Q  après  le  changement  de  x  en  x  -h  Ax  s 

aV 
R  est  dans  (c)  la  valeur  vraie  de  — 3-,  pour  Ax  =  o. 

Ax^ 

Et  ainsi  à^%  fonctions  suivantes  S,  T^  etc«  du  dévelop- 
pement (N'"). 

Pour  rappeler  en  même  tems  l'origine  et  la  dérivation  suc- 
cessives de  ces  fonctions  P;  Q,  Ry  etc. ,  nous  les  rempla— 

Ay        A't" 
cerons  dans  le  développement  (iV^'O  par  -^  9   — —y    etc.,  en 

Ax         Ax* 

changeant  cependant  A  en  d^  pour  dire  que  ces'  rapports  ne 
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correspondent  à  ces  fonctions  que  pour  Axr^Oy  ou  que  lors- 
qu'ils sont  rigoureusement  f,  auquel  cas  P,  Q,  R^  etc.  en 
sont  les  valeurs  vraies. 
On  aura  donc ,  en  partant  de  y  s=^  9 


dj^   .       d'/    **  ^V 


» 


3 


/(*  +  0=/x  +  -3^»  +  5^7:7  +  -5^7:^+ etc., 

formule  donnée  d'abord  par  Newton ,  à  la  fin  du  livre  des 
Principes  pour  l'Interpolation  des  lieux  des  comètes  y  et  en- 
suite appliquée  par  Taylor  au  cas  où  l'accroissement  i  devient 

infiniment  petit. 

dy         d'7^         d^ 
Les  coefBciens  ~-  «  -z —  «   ■ ,   ,   ,  etc.  .  se  lisent  ainsi  t 

ax       dx*        dar 

dj-  jwr  da: ,  à^jr  sur  dx* ,  d'^  sur  dx^ ,  etc. ,  et  non  pas .  dy 
divisé  par  dx ,  d^jr  divisé  par  dx^ ,  etc. ,  parce  qu'ici  --       p 

d*r 

-.■  ^  ^  etc.  y  ne  sont  pas  des  rapports ,  mais  de  simples  nota- 
tions qui  rappellent  des  valeurs  vraies  ^  ou  des  premiers  termes. 

Ainsi ,  d'après  les  développemens  (a)  ^  {b) ,  (c);  etc.  et  les 
notations  convenues^  on  a 

Nous  appellerons  différentielles  les  termes  successifs  du  dé- 
veloppement de  la  différence  ûniefix  +  0*^/^7  P''^^  jabstrac- 
tion  faite  des  dénominateurs  numériques  i.a,  ]«a>5y  etc.  ^ 
m^  comme  pour  rappeler  que  nous  ne  considérions  que    le 

premier  terme  du  Ay,  on  plutôt  du  rapport -2^  ,  nous  chan* 

gîôns  A  en  d  y  de  même  ici  ,  nous  noterons  par   djr  la  pre« 

mière  ' portion  ~-  i  de  l'accroissement  toXd\f(X"\ri)'^/x} 
'    \  dx 

et  c'est  ce  premier  terme  que  nous  nommerons,  différentiel^ 

première* 

M 


1 
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Le  itrmt  -y^  *^  V^  ^^^  '^  premier  de  la  difiSjrence  entre 

t 

f^x-^i) — fx  et  dj'f  se  nommera  différentielle  seconde ^  tK 

on  la  notera  par  d^ 

à?  Y 
Le  terme  -j^  i?  par  lequel  commence    le   développement 

dr 
de  la  diffiérence  entre   \f{x  4-0  — /*  }  —  -j^  i,  et  à*y  sera 

la  différentielle  troisième ,  qu'on  notera  par  à^jr* 

Et  ainsi  de  suite.  Calculer  les  difFérenticUes  successiTes  de^x, 
c*est  donc  préparery  aux  diviseurs  numériques  près  ^  les  ëlémena 
du  développement  àt  f{x  -^i)  :  tel  est  Tobjet  de  la  différent 
Hation, 

Rien   n'empêche   de  remplacer  dans   le  développement  de 

f{X'\-i)y  et  dans  les  différentiel  les  qui  n'en   sont  que  lea 

différens  termes  y  aux  diviseurs  numériques  près  y  i  par  Ax  ^ 

Taccroissement  àx  étant  fini  comme  i  :  et  alors  leM  difSéren- 

tielles  et  le  développement  s'énoncent  ainsi  ; 

d^:==^dx,    dy=g.dx%    dy=S-d^, 

/(a:+d*)s=r-Mr+-^d-j^H ^d^H L—  d4;r+etc. 

On  observera  que  la  grandeur  de  l'accroissement  dj:  qui 
est  en  facteur  dans  le  développement  et  dans  les  différen- 
tielles ,  n'influe  en  aucune   manière  sur  le  mode  suivant  le- 

dr       d'y      d^r* 
quel  chacune  des  fonctions  -= — ,  -r-^  t   t^  dérive  de  r  et 

àx       dx»      àa^  ^ 

de  la  précédente  (  pag.  16  ). 

Ainsi  y  on  emploiera  ces  abréviations  de  calcul.  On  écrira  dan# 
la  fonction  proposée  jr  -f-  dx  pour  x  ;  on  développera  jusqu'au 
Urme  de  dx  inclusivement,  et  ce  terme  sera  la  dtjférentielle  prc' 
fniére  Pàx  notée  par  d^.  Dans P on  changdPb  xtnx-^dx^ou 
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âéreloppera  saulemêiit  jusqu'au  terme  de  àx ,  lequel  y  ikiultîplié 
par  dx  facteur  dans  Pdx ,  sera  la  différentielle  seconde  Qdx*  , 
aotëe  par  à'^j'.  On  fefa  la  mtcaé  substitution  dans*  Q,  le  dévelop-* 
peinent  jusqu'à  do:  inclusivement  ^  on  multipliera  ce  term^  par 
dx*  facteur  dans  Qdx*,  et  on  aura  la  dijféreniiellejroisième 
Ràx^  rappelée  par  d^^  et  ainsi  des  autres  différentielles.  Il 
uffira  doDC ,  pour  chaque  fonction ,  de  savoir  ftlnii^  Isa  diffé- 
rentielle première. 

C'où  il  résulte  encore  i-.  qucf-pour  avoir  la  difflh-entielle 
seconde,  il  faut  différentîer  k  coefUcient  tlu  idx'  dans  la  dif« 
féreutielie  première  y  et  mukîj^ier  par  djr. 

a®.  Que  pour  avoir  la  djfférentielle,  trpi^iènie. ,  il .  faut  diffé- 
rentîer le  coefficient  du  àx^  ^^n»  U  différentifJle .  «elîonde  p 
et  multiplier  par  do:*. 

3*.  Qnc'  pour  obtenir  là  *  cKflîéretiiîeire  ^alrienie'^  il  faut 
difFérentier  Le  coefficient  du  ûx\  dam.  la  diiFérentiçlle  iroisième^ 
puis  multipUer  par  dx'. 

Et  ainsi  de  suite. 

?9oa&'.^y<>ns  pit  qoe  le.cOftfRçient.P  ne  poaTaiftr4tr0  ni  nui,' 
ni  infini  z  suHposuns  d'abocd>^u'it  puisse  étpe>»Àul  y  'et'  repré<>* 
lentoiu-Ie  «par.  9;e,  qu'il.  &ul  lire:  ^nciiôn  dè-w:'  *     • 

Nou«  Avons,  démontré  Qui^j.r.dei^laj^.méitte  «anièUBvqae  Q 
dérive  ^de^P,  R  dérive  de  Q,  ^  iiérite  de  R^  etc. ,  *dans  le 
développement  /•   i 

4onc  P  étant  la  'fonction  primitive   ^x  y  on  doit  avoir 

9  («  +  i)  =  P  +  Qi  +  Ri^  +  SP  +  etc. 

Ot)  la  fonction  Py  ç'est-à-^irê^/.  ^x  étant  identiquement  nulle  ^ 
|Nrî8qu?àtitrement  ~3e  P=o/oa  iTrerait  des  'valeurs  particu-» 
lières  de  x ,  tandis  que  la  variable  ,x  est  quelconque ,  on  au- 
rait f(x  +  i)  ident^uèttîeif ^uUe ,  quel   que  fet  VaccrofS'î' 
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sèment  i-,  ftconséquemment  de  l'hypothèse  7=  o,  on  dédôîrail 

Ç==:o,    /l  =  o,    5  =  0,  etc.  J 
d*oii  on  conclurait 

•  .  .  . 

doQcyj?  serait*  une  fonction  de  constantes,  on  une  fonction 
identiquement  nulle.  Ainâi  l'hypothèse  P=  o  est  inadmissible* 
Qu'on  aitiP  infini ,  ^  (a7  +  i  )  sera  infinie  )  sans  que  Jjp  la 
soit  y  puisque ...  sr  est  quelconque ,  ce  qui  est  absurde  ;  car 
J  (x  +  i)  est  composée. en  œ^i  comme /x  Test  en  a:. 

•  Ainsi  toute  fonction  de  x  admet  des  différentielles  succes- 
sives, lorsqu'on  '^e  prononce  Hen  sur  x. 

dv       d^T* 
Ces  notations  -^ —  %  ^r^  •  etc.  •  sont  encore  dites  coMciens 

dx      dor*" 

différMOtîMls^' farce  qu'en,  effet  les  facteurs  P/  Q,  R ,  etc. ,  qui 

en    sont   les  valeurs  vraies  y    sont  aussi  les  facteurs    de  dx  p 

Ax*^  y    dac^ ,  etc. ,    dans   les    différentielles  snecessivés  :  d*ail- 

lebrs  ;.comto£!r)e:  coefiideÀt  Q  n'est  qne*le  coeffitient  dif<^ 

féirentiel  dans  la  différentielle  de'-P^  qu'aussi  A  n*èBt  que  le 

coefficient  diffétentiel  dans 'la  différentieUe  de  Qj  et  qu'il  en 

est  de  même!  de  rchaque  coefficiMit  par  rapport  à 'celui  d'oii 

il  dérive  y.  oki  a  j'- d'après  la  Manière  de  noter  les  coaffidtns 

différentiels  '  .  / 

^==-ïr'  ^"=:dr'  *^=-3r!  ^r ., 


.  ♦      **  # 


c'est-a-dirC; 

d*r  _  a'5^J  ,    dy_AdWv  d^  î^  -(dp) 
dx-~.    dx^    '   dx^  ~     dx     ^  ^~     djc    ;*  ^*^* 

transformations  qui  nous  sêrvirom<|^  ,1a  suite.  \  j.  - 
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Si  y  dans  y  (x  4*0»  ^^  ^^î^  a:  =  Oy  l'accroissement  £  re- 
devient âTy  ce  que  l'on  comprendra  mieux  si  l'on  considère 
'«:  comme  l'abscisse  d'une  courbe  ,  et  y  comme  l'ordonnée 
correspondante  :  cette  abscisse  devenant  nulle  ^  l'accroisse- 
ment  £  de  x  se  compte  de  l'origine  ^  et  devient  l'abscisse  de 

àr 
Pordonnée  fi  :  alors ,  les  fonctions  de  x,  désignées  par  —-  y 

Q.X 

d'y*        d'y  • 

'y\-y   ■  \   3  >   etc.  ,  qu'on  note  assez  souvent  par  ^',  y^  ^ 

jr"'f  etc. ,  deviennent ,  ainsi  que  fx  ^  des  fonctions  de  cons- 
tantes )  si  donc  y  pour  x  =  o,  on  les  distingue  par  j^  $  y^f 
jf^^y  etc. ,  on  aura 

/i===(j-)+(y«)»+(j-^*)^+(y//*)-i!— +  etc. 

Tel  est  le  théorème  de  Maclaurin ,  qui  sert  à  développer 
une  fonction  de  t' ou  de  ^^  suivant  les  puissances  croissantes , 
entières  et  positives  de  la  variable  :  mais  ce  développement 
peut  être  en  défaut,  parce  qu'il  résulte  de  celui  de  fix  -{'  i) 
en  attribuant  h  x  la  valeur  particulière  j:  =  o«  Ce  cas  sera 
le  sujet  fl^un  examen  particulier. 


aa 


Lecoxs 


CHAPITRE    III. 

Differeniiation  des  fonctions  quelconques  d'una 

seule  variable. 

Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  précédent ,  que  la  formation 
du  développement  général  d'une  fonction  quelconquey(x-f-djr)p 

dr 
se  réduisait  à  la  détermination  du  coefficient  P  ou  —  ,    puisque 

de  la  m4me  manière  que  P  dérive  de  y  ou  de  fx ,   Q  dé-^ 

rive  de  P,  A  de    Qy  eXc^  Nous   nous  proposons^  dans   ce 

dr 
chapitre  y  de   déterminer  le  j^  pour  les  fonctions  composées 

d'une  manière  quelconque  de  la  seule  variable  x ,  mais  formées 
de  diverses  fonctions  de  x  combinées  par  addition,  soustraction  ^ 
multiplication  ,  division  y  élévation  de  puissances  y  extraction 
de  racines  :  et  d'abord  nous  procéderons  à  la  recherche  des 
différentielles  de  la  fonction 

y  =/«  =^ap  ^bq  •\'  cr  -{-  etc. 

P>  ÎZ;  ^7  ^^c*  étant  des  fonctions  algébriques  de  Xy  et  a^ 
b,  c,  etc.  des  constantes.  On  écrira  x  ^  dx  pour  x  dans 
chacune  des  fonctions  py  q^  Vy  etc.  :  alors 

p  devient  p  4-  p'dx  +  p^dx*  -f-  etc. 

</  devient  q  -f"  ^'dx  +  ^*da:»  +  «te 

r  devieft  r  +  r'dar  +  r^âx*  +  etc. 

«  devient  *  +  ^'  dx  +  s^dx*  +  elc.  ^ 

etc« 
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en  sorte  qoe  > 

f{x  +  dx)  sr:  tfp  4-  if  -f.  cr  4-  c^c*  9 

-Hfl/7'.+  *^  +  cr'  J^  etc.)d4r, 

+(ap"+  A^^  -H  cr"  +  etc.)  djc*  j 

+  etc. 

or,  d'après  la  dëfiuition  de  la  difTérentielle  première^ 

ày  =  ap'dx  +  bq'dx  -f-  cr'dx  +  etc.  j  « 

nwis  ;9Mjr,  ^dâ:^  r^djr,  eto.,  soat  les  diffërentielles  des  fonc* 
tions  p,  ^j  Tj  etc. 

On  aura  donc  cette  autre  énoseiatîoii  du  d^^  savoir  : 

*  En  sorte  qoe  ;  pour  differentier  une  somme  de  foncfionâ 

de  Xf  a  faut  differentier ,  en  particulier ,  chacune  de  ces 

Jonctions  ^  comme  si  les  autres  étaient  consta^jp 

Ces   fonctions  py  q^   r,  etc.,   pourraient,   à   la  vérité, 

a  -4-  hx 
renfermer  des  expressions  en  x/  telles  que   ^      , ^ —       ^   ^» 

m"        ' 

V^a+^o:,  etc.  que  nous  ne  savons  pas  encore  differentier^ 
cependant  il  est  toujours  démontré  qne,  quelle  que  soit  la 
composition  de  ces  fonctions  j  il  faut  differentier  chacune 
d'elles,  comme  si  elle  était  seule ^  sauf  à  donner  des  règles 
pour  les  différens  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Si'j*,  au  lieu  d'être  une  somme,  est  un  produit  de  fonc- 
tions ,  et  qu'on  ait  d'abord 

J  =  apq, 

p  tl  q  ajant  été  définies  plos  haut,  et  a  étant  une  constante  r 
après  la  substitution  faite  de  â:  -{-  dx  pour  x  ^  p  se  chan-^ 
^era  en 

P  +  P'^^  +  p'^dx*  +  etc.. 


y 
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et  q  en 

9  +  9^^  +  9*d^*  +  etc. , 

la  foDCtioB  proposée  devient  donc 

f(x  +  dx)s=z  apq  +  {aqp*  +  apq')  ix  +  Qdar*  -f-  etc.  j 

retranchant  de  part  et  d'autre  le  premier  terme  du  dérelop-* 
pement  qui  est  toujours  la  fonction  donnée  «  pois  passant  à  la 
différentielle^  on  trouve 

d;^  =  aqp'àx  4-  ^ipq'àx.  * 

Or  )  p'Ax  j  q'àx  sont  encore  les  différentielles  de  p  et  de  ql 

Donc 

d;*  ou  d  {apq)=iaq.dp  -f-  «ip-d^; 

et  de  là  on  déduit  cette  règle  ;  pour  différentier  un  produit 
pq  tk  deux  ÉÊkctions  de  x  ^  il  faut  différentier  séparément 
par  rapport  a  chacune  des  deux  fonctions ,  en  regardant 
Vautre  comme  constante  j  et  la  somme  des  différentieUes  ^ 
est  la  différentielle  du  produit* 

Généralisons }  et  supposons 

jr=fx  =  apqri 

par  la  sabstitution  de  op  -|-  d«  pour  ac^ 

p  devient  p  +  p'dx  +  ^^djc*  +  etc.  ^ 

t]  devient  q  -^  q'6x  -^  q^dx*  ^  etc.  ^ 

r  devient  r  +  r'dx  -|-  '^d**  +  etc. , 

en  sorte  que ,  faisant  le  produit  de  ces  trois  développemens  ^ 
on  trouvera 

/(  j:  +  do?)  s=  apqr + a  (  qrp'-^-  rpq'+  pqf  )  dx  +  Çdjr«+  etCi^ 
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et  de  là,  on  déduil  la  différentielle 

djr  =  aqrp'àx  +  arpq'àx  +  apqv'àx  , 

ou  p'éx  i  q'àxj  fax  sont  les  différentielles  àp^  dq,  dr*  On 
peut  donc  énoncer  ainsi  la  difFérentielle  àjr , 

ày  ou  d{apqr):=saqr.dp  +  arp.dç'^apq.dr} 

on  n*a   encore  differentié    que  par  rapport   à  chacune^ des. 
fonctions  successivement ,  regardée  comme  seule  variable  ^ 
les  deux  autres  étant  considérées  comme  constantes. 

On  étendrait  ce  procédé  à  un  produit  d'un  nombre  tpA^ 
conque  de  pareilles  fonctions  ;  tel  que 

y  s=  apqrs  etc.  ; 
et  on  trouverait 

djr'=^aqrs.  •  .d^  -f»  aprs*  •  «df -{*  txpqs*  •  «dr-f-  apqr.  •  *df -|"  ^^* 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  générale  pour  différentier  la 
fonction  ^=x'"^  m  étant  un  nombre  entier  positif  :  en  effet  ^ 
«i  Ton  met  x^  sous  la  forme  d'un  produit^  on  aura 


•  •  •  •  • 


J-^=:X*X.X.X^ 

et  conséquemment  ^  en  différentiant  successivement  par  rap« 
port^à  chacun  des  facteurs  x  ^  conmie  si  les  autres  étaient 
constans^  on  aura 


djr  5=  ;r"^»  d;c  -f-  ^"'"*  àx  +  ^"""^  da:  +  etc. 
Comme  ces  termes  sont  en  nombre  m  y  leur  sonune  sera 

d/rsiîM^^—'do:. 

Nous  aurions  pn  déduire  cette  expression  de  la  différentielle 
de  x'^y  des  deux  premiers  termes  du  binôme^  mais  nous 
Hayons  pas  vpula  supposer  la  connaissancç  de  ce  développer 
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ment ,  parce  qne  le  calcul  difFérentiel  en  offre  une  àitaaa^^ 

tralion  très-générale  et  très-simple. 

Il  nous  reste  à  différentier  une  firaction  —  :  nous  poserons 
donc 

femplaçant  toujours  x  par  x  -^  iXf  nous  aurons 
ffj:    I    d-r^         p+p'dx  +  f^?6x>  +  etc. 

La  division  da  numérateur  par  le  dénominateur  y  donnera  cm 
quotient , 

/(x  +  dc)  =  :e-+(^_:^)dx  +  Qd:r»+  etc. 

_P_^  ^£jLZ£2l\  4r  +  Qdx»  +  etc. 

Le  premier  terme  du  développement  répète  toujours  la  fonc- 
tion primitive ,  en  sorte  que  retranchant  —  ^  ^^J"  9  ^®  P^^^ 
tt  d*autre  ;  et  passant  à  la  différentielle  y  on  trouve 

^        r  r 

Or,  P^ix  et  q'àx  sont  les  difTérentieUes  de  p  et  de  ç^  ob 
a  donc 

àj  ou  d(£-)=ifci^. 

Ainsi ,  pour  différentier  une  fraction ,  A  faut  multiplier 
le  dénominateur  par  la  différentielle  du  numérateur  \  de  ce 
produit ,  retrancher  celui  du  numérateur  par  la  différentielle 
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én  âmominaiêur,  et  diviser  cette  différence  par  le  carré  du 
déhominateur. 

Nous  conclarons  d^bord  de  la  différentielle  de  scf^^  obtenue 


m  m 


pour  m  nombre  entier  et  positif^  celles  des  fonctions  x  '*  |  x     "  • 

m 

Soit  jz=,x  "^  j  d'où  x"  ==  xf^*  Soit  de  plus  j^sss  s,  et  con- 
séquemment  jsc=:x*.   Puisque 

«  =  X*,      JS=^J 

on  a  y  en  même  tenis  y 

dz  =  mx^*""  dj:,    oz  =  n7**"«  d;^  j 
d'où 

mxf*'^^  dx  =  n/^""*  d;^  ^ 

et  conséquenunent 

dr     ou    4  V  X  "    ]  = •    ■    ■  ■■  dx. 

m 

Mettant  pour  j^*~"  sa   valeur    x        ''^  en  aura 


(4)=^ 


x"        dx. 


rn 


Soit  y  en  fécond  iiea  ,  y  =  x     '^  j  d'où  /*  =  j:— "*  =  s , 
et  conséquemment 

.        x^ 
d'abord  on  a 

puis  en  comparant  — -^^  avec  -^  y    ce  <jui  donne  ;?=;  i>  g^X% 
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dn  trouve 

a»  =  — cUrss— mx"""^*  dx, 

de  ces  deux  valenrs  de  dz,  on  tire 

djf  ou  d  (  X     "1  s=—  —  *     «     '  dar. 

Ainsi  j  pour  differentier  x"^ ,  ^ ue/  ^ im  joil  /e  nombre  m  ,  c7 
ySw/  écrire  ^exposant  de  t,  en  codaient  de  cette  variable  sous 
le  même  exposant  diminué  dune  unité ^  et  multiplier  par  dx  (*}• 

Ainsi  m  étant  nn  nombre  quclcon<jae  y  on  a  ces  différen- 
tielles successives  de  x~,     • 

d  (x*)  t=  mx**—*  dx 
d'(jr*)  =  m.m —  i.x*-*dx* 
A\x^)  =  m.m. —  1  jn^a.x*""*  dx*: 
etc. 

substituant  les  coefficiens  différentiels  qu'on  en  déduit  a  h 

dy       d't' 
place  de  -j^^  ^   etc.,  dans  le  théorème  de  Taylor^  con--> 

dwP       dx* 

sidéré  dans  le  cas  de  fx  :=  x*,  on  aura 


.(x  +  !)"•=:  X*  4-  m .  X*-'  i+  m x"-»i' 

SI 


+      »»■— I  11»— a         ,  _  . 
m . —  x*-'  P  +  etc. 
a         3 


A  la  différentielle  de  x"  ,  ou  de  y^x*,  se  rapporte  celle 
de  toute  fonction  irrationnelle  et  algébrique  de  la  seule  va-^ 
fiable  X.  Qu'on  ait ,  p^r  eiemple  , 


n 


=/x  =  1/  a»  +  X»  , 


O  ^<9'e*  i**^^*  note  ime  aotn  mmiire  de  purenir  am  di£BbentieUcB 


m 


des  "    et  « 
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on  posera  z=  a*  -|*  ^^^  ^^  ^^  ^'^^^  ^'  difFérentier  x";  ainsi, 

j         *    -^ — .  ^  d^ 


dz  ss:  a  Jrdar }  donc 

j  âdrdx 

d;^  =  ■     -• 

I       cfy  pour  iis=2, 

4r= 


Toutes  les  règles  donnëes   précédemment  serq;rit  inises  eu 
pratique  dans  la  difïerentiation  de  la  fonction 

n  :        ■  ■• 

l/EET 


^  av  -TT  ^  i .. 


car  en  posant 


(a  —  jr)-l/3'— or»  0 


"^'^  Trir^<5'y»;r— Km— ar»3»r/ 


/  --     ..  x*  —  a 


•a  a 


dont  la  dififëreottelle  eJt~     "         " ' 


«  .«  •^J*'- 


Or  7  pour  différentier  I  plus-  commodéaft^tHrf^  fonction  /> , ,.  o^ 
fera  ''  :  ^  .       .       " 
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zu 
tn  sorte  que  p  = y  ou  z,  u,  f,  f'  so&t  des  fonctions  de 

X ,  et  on  pourra  encore  représenter  zu  par  P ,  ei  iv  par  Q , 

p 
ce    qui    donnera'^    en    dernier    lieu ,    p  =:  — -  ^  et  censé* 

qnemment 

^/^— ç; — ^' 

mais  • 

àP  =  udz  +  zdu,    àQz=i¥dt  +  êiy, 
-et 

di  ==  —  m  (a -•  x)*""*  djc, 


j^our  diflereilier  u,  en  pourra   représenter  &^  — x*  par   U^ 

ce  qui  donnera  iiirsl/"*",  d'oii  d«  =  —    1/  "  dC/  ;    et 

comme  dC/c= — 9Jrdx  »  on'aura^ 

dtt  = (A»  —  x»)~      «d*  = 


»  —  « 


dl=^x*""*  dx. 

tf  r  X 

S  reste  à  trooTtt'^di^'i  à  cet  effet ,  on  ftra"  -—^ =  ^>  d'où 

,  I      .        «• 

rssùx    et    di.  =  4-Jt'  "'dJCj 

or        o  A.  sss  I  9 

(A  +  x/   '  '     ' 

et  en  effectuant  les  drfFér'entîatidns  Wdîquecs  d(a— x),  d  {b-\-x)y 
«»  >dy='""'^^^*'^^*~^*'-^'^'^^   •  donc        ■■•' 

dF=i-4.Ci±f.^^-i*±iiLif..      > 


.ïJ*'  I    1— i 
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On  a  donc  tout  ce  qu'il  faut  pour  former  la  différentielle 

ép}  ensuite* 

a  axdx 

en  observant  que  la  différentielle  du  numérateur  |  dans  la  frao^ 


tîon  -  '  étant  nulle  ^  il  n'y  a  plus  qu'à  multiplier  lé  nu- 

méraCeiic  ;  pris  avec  un  signe  contraire ,  par  la  différentielle  da 
dénominateur^  et  diviser  par  le  carré  du  dénominateur  (  26 ,  27). 
Il  sera  facile  de  former  dr.  La  somme  de  ces  trois  différée* 
tielles  est  la  différentielle  cherchée. 

Nous  nous  en  tiendrons  à  ce  seul  exemple  ;  mais  nous  invi- 
terons les  élèves  à  en  faire  beaucoup  d^autres  j  pour  se  fanii- 
hariser  avec  les  règles  de  la  différenciation. 
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CHAPITRE    rV. 

« 

De  la  Différentiaiion  des  quantités  transcendantes. 

Lbs  quantités  transcendantes  que  nous  allons  traiter ,  sont' 
les  exponentielles  à  exposans  variables  ,  les  logarithmes  ,  les 
lignes   trigononiétriques ,  et  les  arcs  donnés  par  ces  lignes. 

11  résulte  de  la  forme  du  développement  de  la  fonction 
f{x^dx)f  démontrée  quelle  que  soit  la  fonction  y-srifx y 
algébrique  ou  transcendante^  et  de  la  définition  (pag.  17], 
que  la  différentielle  première  de  toute  fonction  d'une  seule 
variable^  est  de  la  forme  Pàx ,  P  étant  une  fonction  de  x ^  qui 
dépend  nécessairement  de  la  fonction  donnée. 

Nous  parviendrons  par  deux  méthodes  bien  distinctes  aux 
différentielles  des  fonctions  que  nous  venons  d'énoncer. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  ,  y  ^=^fx  =  a*  ,  d'où  on 
déduit  /'(Jr+  0  =•  a"*"*=  a*,  a*  :  il  sufHt  donc  de  trouver 
les  deux  premiers  termes  de  la  série  a'  ^  développée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  /• 

Soit,  à  cet  effet, a  =:  i  -f-&;  alorsa'q?:(  i-f-6y  ,et  (pag.  28) 

(  r + 6/=  » +rt + li:izLO  j.^.  iliiiiHiizîL  i» + .te. 

Si  Ton  ne  veut  retenir  de  ce  développement  que  les  termes 
multipliés  par  la  première  puissance  de  i^  il  faudra  ne  multi- 
plier i  facteur  dans  chaque  terme  ,  que  par  le  produit  it% 
nombres  soustraits  de  i  dans  chacun  des  autres  facteurs ,  et  par 
b  puissance  de  b ,  puis  diviser  par  le  dénoniinatenr.  Ainsi ,  en 
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désignant  par  A  le  coefTicicnt  de  »,  on  troavera  facilement 
d'après  la  loi  connue  des  coellîcieos  en  »^ 

^  =  i,__4.___+etc. 

Ainsi  Ite  deAK  premiers  termes  de  û^  seront  i  -f->tfc^  et  consé- 
qoemmentMes  deux  premiers  termes  de  a'"*"»'  seront  (i^-\-Aa*,i; 
d'où  Ion  déduit ,  d'après  la  notation  des  différentielles  et  des 
coefftciens  différentiels  ^ 


d  {à')  =  Ja'àx 
d*(a'}  =  ^'/î'djc* 
d'  (a')  Œî  ^a'd«3 
d4(a')s=-44a'dar4 


d'où 


etc. 


d« 

ày 

d«» 

dy 
dx3 
d4y 
dx4 


=  ^a' 


=  ^«o* 


^»a^ 


=  ^441' 


etc. 


La  substitution  de  ces  valeurs  de  -,   -•  -r — •  etc.*  dans 

d  j:       d  jp» 

la  série  de  7Vi;^/or  (  pag.    17)^  donnera  ce  développement  de 

Texponentielle  a'"*"', 


• 
î' 


*3  *4 

a*+'=:a'+^tf'/4.^a'-^^ — t-^**-— 5  +-r<4a» — i— .+  etc. 
*  i.a  i.a.a  i.?.3.4 


qui  I  pour  op  =  o  ^  devient  celui  de  a'  ;  ainsi 

^  —  i  +  Ai^ +  "T-T-r  + -r-^5-r  +  «^C'i 


l.S 


i.a«5        i.a.3.4 
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et  changeant  /  en  x , 

* 

«'=  ,+Jx  +  -— -  +  — — =•  +-___.  +  etc..  0(*) 

Pour  la  valeur  particulière  a?  =  —  dans  (i) ,  la  série  cle-> 

YÎent  numérique  }  et  si  on.  représente  la  bas«  correspondante 

par  e^  on  aura 

I     .         I 
e  =  I  +  I  H H ^  +  etc.  > 

c'est-k-dire , 

e  =  9  ;  7 1828  18384  59045  •  t .  • 

de  sorte  que  la   relation  entre   ^  et  e  se  trouve   exprimée 
d'une  manière  finie  par  Téquation 


I 


a^=e,     ou    a=:c^.,..(a) 


(*}  Si  Ton  floppose  les  développcmeits  d«  a'  ,  log  or ,  un  r  ,  etc.  donnéi 
dans  Talgcbre  ,  il  devient  alors  trè»-(jicilc  de  trouver  la  dilféreniidie  premiers 
de  chacune  de  ces  fonctions  ,  de  laquelle  on  conclut  ensuite  les  différentielles 
consécutives.  £n  effet ,  en  partant  pour  la  fonction  dont  il  s^agit ,  de  ce 
déreloppemêiit  connu 

«*  =  I  -4-  -^xH H-  • 4-  etc. 

2  3 

et  démontré  {yilg» ,  2«.  sect.  ) ,  on  différentiera  de  part  et  d^autre  ,  ce  qui 
donnera 

,,      ,         .,    /          .          ^*^*          -^'*'         >^*^*  \ 

d(û*)  =  ^dx(  I  -^AxA H h  ■  »  etc.  ! 

V  a  3  4  / 

Ôr,  si  Von  observe  que  la  série  entre  les  parenthèses,  est  encore  le  développe- 
ment de  of  j  on  aura 

d(â')  =  -^«'4x, 
te  qni  est  la  dififêrentielle  première  trouvée. 
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L.es  logarithmes  calculés  sur  cette  base  e  y  s'appellent  Ipga-^ 
riûimes  népériens)  et  pour  les  distinguer  des  logarithmes  ta^ 
hulaires,  calculés  sur  la  base  to,  nous  désignerons  les  premiers 
par  la  seule  lettre  /;  ainsi ^  de  la  relat^n  précédente,  on  dé- 
duira 

A  est  donc  le  logarithme  népérien  de  la  base  qoelconcpe  Om 
Introduisant  cette  détermination  dans  les  différentielles  trouvées 
plus  haut,  on  aura 


d(a')=:    la    .a'Ax 
d»{a')  =  (/a)».tf'dx» 
d3(a')=  (/û)5.a'dar3 

d4(a'J  =  (/a)4.a'dx'« 
etc. 


d(c')  =e'dar 
d»(e')  =  e'da:« 
d4(e*)  =  e'da:' 
d4(e';  =  eSdx* 
etc. 


en  observant  que ,   d'après  (2),  a  devient  c,  lorsque  A  on  la 
devient  P unité.     •  • 

Pour  l'exponentielle  ^rrra*"',  on  doit  prendre  P'=—^a""'i 
et   conséqueniment  d(  a~'  )  =  —  (Z<i)  a""*   àx  ^  •  •  •    ••• 

d*f  flf— 'J  =  {lay  a-'  dx  etc. 

Ayant  d'aller  plus  loin,  nous 'ferons  connaître  une  manière 
abrégée  d'énoncer  la  série  .  de  Tayrlor*  Si  dans  (1)  on  fait 
A=z  \  ^  a  deviendra  a ,  et  on  aura 

e*  =  1  +  X  H 1 7-  +  etc.  : 


1.2 


1  «s.S 


^r  . 


MIT 

qu'on  remplace  dans  cette  identité,  x  ^r  -r-^if  et  on  trou^ 

do? 


vera 


etc.  ï 
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d'oii 


•^'-=è'+(èy^+(è)'-r^+-' 


mais 


donc  on  pourra  poser  A  (fx)  =  «  ^   ^  ^  9  «^   observant  de 

changer,  dans  le  dëveloppement  de  e '-^  ,  les  exposans  des 
puissances  de  âjr  en  indices  de  différentielles* 

Nous  avons  donc  obtenu  en  même  tons  les  difFérentielles 
successives  des  exponentielles  a* ,  e*  j  et  les  développemens  de 
ces  exponentielles  suivant  les  puissances  ascendantes 'entièret 
et  positives  de  or.  ^ 

De  lk|  on  conclut  aisément  les  di£filrentielles  des  loga- 
rithmes :  car  de  a*  i=:  f ,  on  déduit  1 

log  se  rapportant  à  la  base  générale  a.  Or,   d'après  .   •   •   « 
d(a*)  =  /a.a'dX;  on  a 


et  oanséqaemment 


d(Iogr)  =  -^. 


Voar  différentier  les  logarithmes  népériens  ,  on  fera  &=i^ 
et  la  difFérentielle  précédente-  deviendra 
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Ainsi ,  1^.  la  différentielle  première  d'une  exponentielle  ^ 
êst  le  produit  du  logarithme  népérien  de  la  base  »  par  Vexpc^ 
nentieUe  et  par  la  différentielle  de  la  variable  qui  est  en  expo^ 
tant  de  la  base  ^  a*,  la  différentielle  première  du  logarithme 
d'une  variable  f  est  le  quoti<int  de  la  différentielle  de  cette 
variable  y  divisée  par  le  produit  de  la  variable  par  le  loga^ 
rithme  népérien  de  la  base* 
On  a  ces  différentielles  successives  de  ^o^y,  savoir  : 

Mais  en  partant  de  a^  =  x^  afin  d'avoir 

jr  =  Ioga:=yi, 
les  différentielles  précédentes  deviendraient  * 

*'^=^'  ^•■^=-wâ'  ^'y=i^a*  '^=-1^*  «**=- 

et  on  en  déduirait  ces  coefficiens  différentiels 

ày        I       dy  I        d^j-        a        d^  6 

donc  y  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  le  développement  de 
y(â:  4-  O7  on  aura  celui  de  log  (^r-f- 1),  savoir: 

log(jr+?)=loga:-| 7-  — 7-  4-  „  -  -   —  — --—  4-  etc. 

Par  rhjrpothèse  x  =  o  ,  et  le  changement  de  i  en  x  ^  cette 

série  devient 

i         P 
logap=::ao,+  — —  —  etc;  , 

Ainsi ,  à  l'égard  de  cette  fonction ,  1»  théorème  de  Maclaurin 
(pa|^.  ai)  est  en  défaut.- 


!J8  Leçons 

Confineront ,  en  troisième  liea ,  les  lignes  trigonomë triques 
IHn  jr  y  (^os  x,  tang  x ,  et  recherchons  les  dëveloppemens  de 
'sin'a^  et  cos  x ,  qui,  par  le  changement  de  x  en  x,  devien*^ 
dront  ceux   de   sin  i  et  de   cos  i  •*    alors  ^  il  sera   facile   de 

trouver  le  terme  de   première  puisstince  de  i  ^  tant  de • 

'sîn  (a;  -f-  0  ^^^  ^^  ^^^  (^  "f"  0  >  terme  qui ,  d'après  la  dé- 
finition, sera  la  différentielle.  -— 

Soit 

cos  9  4-  sin  ^  \/*-~  ï  =79  > 

y  «tant  un  signe  de  fonction  :  on  aura 

»•  cos  l  if-  sin  <  ^—  I  s=y/. 

Mais  le  produit  des  deux  premiers  membres  étant 

cos  (f  -4-  /)  +  sin  (9  -f-  i)  y/ —  I  j  et  ce  produit  étant  cemposé 
en  9  -|-  /  de  la  ménie  manière  que  chacun  des  facteurs  l'est 
en  ^  et  en  <  f  on  aura  nécessairement 

cos  (^+/-)  +  sin(f>+OV— »«=y(<P +-^) 
c'esl-k-dire  y 

•ce. qui  est  l'équation  de  définition  des  fonctions  exponentielles. 
On  pedt  donc  poser 

^ïîïri»^     »OU    -CoSVp^sftl^^'y' — X±=:r?. 

Mais  soit  qu'on  élève  a*  h  la  puissance  m ,  soit  qu'on  change 
-  .^-en  ^m^  y  on  obtient  toujours  a"*^  :  on  a  donc  l'identité 

cos  m^  +  sin  mf  y/—-  i  =  (cos  9  4*  <i^  ♦  V~"  *)"*  »  ^^ 

et  conséquemment 

I 

cos  <p  ^-sin  9  y/*^'^^(^'*^^+^^''*^V — i)*»-*'  {A)* 

Maintenant  9  quelle  que  soit  l'ei^pression  de  sin^x  en  série 

suivant  Tare  x,  elle  ne  peut  être  que  de  la  forme 

^^  -f»  Bx*  -{*  etc«,4  ca  observant  que  TarQ  et  le   sinus  de- 
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^Mmient  flulâ  en  mélne  fems.'Or ,  comme  cot  x  e=*K  1  •«-  sin*  x, 

on  aura 

cojar=.  { I — ji*x* — a-<ifi?x'— ctc.}*=i —  etc. 

* 
Les  coefliciens  A  y  B  j  etc.  ,  étant  indëpendans  de  Tare  x^ 

resteront  les  mêmes  ,  lorsque  x  deviendra  mjp.' Ainsi 

sin  mx  =  mAx  +  rn^Bjf^  +  ^^*  9 

wn*A*x* 
ces  m*  =  1  —  ■  +  etc.  • 

\lonc  Vëqoation  (^}  deviendra,  après  j  avoir  changé  ^  en  x  ^ 

* 

cosj:+8inac^-i=j  i-f-rn^^V-i+m'ri?^-! jx*+ctc,  j*  . 

Développons  le  second  membre  à  la  manière  da  binôme  y  eft    , 
faisant,  pour  abréger , 

Xr=.Axy/'^i  +m(B^ — I—  — j»**4-etc.^ 
et  nous  auroivs 

cosx-f-sinxv/ — 1=1+  —  (fnX)  +  — — ■  ("«-X)* 

• 

Comme  le  second  membre  de  cette  identité  doit  être ,  ainsi 
'({oe  le  premier  ,  indépendant  du  nombre  m  y  il, s'ensuit  .que 
tous  les  termes  du  second  membre  ^  multipliés  par  une  même 
puissance  de  m ,  doivent  s'eniredétruire  ,  et  qu'ainsi  on  ne 
doit  tenir  compte  que  de  ceux  de  ces  .  termes  qui  ne  sont 
pas  multipliés  par  m.  On  aura  donc  simplement  ^ 

cos X -(- sin  or  v/ — 1  =  1  +-«^x^ — 1  +  ;  (Ax\/ — i)* 

^.     '      (^a;  V- 1)^'+ etc. 


4o  Leçons 

£n  efFectuaot  les  paissances  de  v/—-  h,  et  «galant  séparément 
les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires ,  on  aura 

gin^=:(^j?)— i-— --+    ^    J         ~etc>, 

cos  X  =  I  — ^ etc. 

9  1.2. 3-4 

Il  reste  à  déterminer  A  qui  entre  dans  les  deux  sériés.  Or  , 
Ax  étant  un  multiple  de  l'arc  ^y'pour  lequel  sin  x  et  cos  ao 
conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes , 
si  nx  est  la  demi  •  circonférence  |  on  sait  que  les  arc;  • . ,  • 
\x ,  (a;ï+i)jc,  (411+ i)«,  etc.,  ont  le  même  sinus  et 
le  même  cosinus  ,  quant  à  la  valeur  numérique  et  au  signe  ; 
on  pourra  donc  faire  -*^  =  i,  =a/»-f-';=4'*+i9  etc. , 
et  il  est  naturel  de  s'arrêter  à  la  preqpière  dénomination  qui 
est  la  plus  simple.  (  Note  sur  le  cliap.  lY  ). 

Oaa  donc  / 

(B). .  •  •  sin  âT  1=  » 5-  4-  etc., 

{€).  • .  «  cos  â?  =s  1  — -f-  etc. 

et  couséquemment 

sin  »«=*  —  -—+ etc., 


*• 


CO|  »  =:  I  — L  çtC, 

Ces  développemens  de  sin  î  et  de  cos  i  substitués  dans 

sin  (47  -f-  i )  ==  sin  or  cos  »  +  cos  x  sin  «, 
cos  (x  +  i)  S5  cos  X  cos  *  -^  sin  x  sini^ 

doiment^  en  s'arrêtant  à  la  première  puissance  de  i 

sin  {x  +  I)  :=  sin  a:  +  i  cos  Xr\-  etc. , 
CQs  (X  +  1)  =:cof  «  — .  ('  sin  a;  +  etc. 
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On  déduit  de  là 


At 


d  rsinar) 


cos  X  j 


à  (cos  x) 
dx 


—  sin  J? , 


et  ces  difFérentielles  saccessiVes  du  sinus  et  du  cosinus 


d  (sin  x)  ; 
d*  (sin  x) 
d^  (sin  x) 
d*  (sin  x) 
d^  (sin  x) 


cos  x,dx 

;  — -  sin  a:  dx* 

;— 'COS.*  djp^ 

sîn  X  dx^ 

cosâc  dx^ 

etc. 


d  (cos  x)  =  —  sin  x  dx 
d*  (cos  a:)  =  —  cos  x  doj» 
d^  (cos  x)  =  sin  X  dx^ 
d^  (cos  x)  =  cos  X  dx^ 
d'  (cos  x)  =  —  sin  X  dx^ 
etc. 


Ainsi ,  1*.  /a  différentielle  première  du  sinus  d'un  arc^  est 
égale  au  cosinus  muUiplié  par  la  différendtlle  de  l'arc  ; 
a^  la  différentielle  prtmière  du  cosinus  d^un  arc ,  est  égale 
à  moins  le  sinus  par  la  différentielle  de  tare. 

En  différentiant  les  séries  {B)  et  (C)  on  trouve 

(X*                x^                    x^  \ 

1 y  —  +  etc.), 

(x'                 x^  \ 

X rH 5 --  —  etc.). 
i.a»5         2.3.4.5  / 

Or  le  coefficient  de  dx  dans  la  première  différentielle ,  est 
la  série  de  cos  x  ^  et  le  coefficient  de  dx  dans  la  seconde , 
«si  la  série  de  sin  x ,  d'oii  on  conclut  encore 

d  (sin  x)=:cosxdx,    d  (cos  x)  ==  — sinx.dx. 

On  a  toujours  j  pour  un  rayon  égal  à  l'unité 

sin  X 


tang  X  = 


cos  X 


donc ,  d'après  la  règle  de  la  difKrentiation  des  fractions , 

,^           ^       cosx.cosxdx  +  sinx.sinxdx           dx 
d  (tanfix)=         I  '       .     ,-^ =r — 


^  Citons 

La  cotangente  d'un  angl« ,  étant  la  tangante  de  l'angle  com- 
plémentaire, on  posera 

cotang  X  =  tang  ( xjf 

w  étant  la  demi-circonférence }  conséqucmment 

dx  âx 


d(cotang*)=:d*f  (tang or)  j  =  - 


cos' 


(t-) 


sin*  X  * 


en  observant  qu'ici  la  difFérentielle  de  l'arc  —  —  x  est  —  àx  , 


w 

^parce  que  —  est  une  constante 


2 

Ainsi  1^.  la  differôtitieOe  première -ée  la  tangente  étun  arc^ 
est  égale  à  la  différentielle  de  l'arc  ,  divisée  par  le  carré  du 
cosinus  ;  2*.  la  différentielle  première  de  la  cotangenfe  d'un 
arc  y  est  égale  à  cdie  de  Parc ,  prise  en  signe  contraire ^  divisée 
par  le  carré  du  sinus* 

On  a 

I 

«ec  X  œ: 9 

cos  œ 

et  de  là 

-  .        sinx.dx        tangx.do;  , 

d(secap)=' ssz         es  tangos  •stcjc.djci 

'         cos*  X  cos  X  ^ 

et  parce  que 

coaec  X 


=  ««^(^-^)' 


on  a 

cos.x.dx  cotjt.dx 


d  (cosec  x)=df  sec  (——-«)  J= 


sm"*  X  sin  X 

z='^-m  cot  X  co;sec  x  »d«. 


Ces  dernières  relies  étant  d'une  énonciation  un  peu  longue  ^ 
uo.us  nouS'  dispenserons  de  ks  traduire  en  langage  ordinaire. 
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Il  ooiu  reste  à  considérer  et  à  difTerentier  Tes  arcs  don^ 
nés  par  l'une  quelconque  des  lignes  trigononiétriques*  Ainsi , 
par  exemple ,  un  arc  peut  être  dé£ni  par  son  sinus ,  par 
son  cosinus  y  sa  tangente  j  etc.  ;  mais  avant  tout  ^  nous  fe- 
rons quelques  distinctions  nécessaires.  A  un  arc  donné  cor- 
respond un  seul  sinus  y  un  seul  cosinus ,  etc.  }  mais  à  un 
sinus  donné  ,  par  exemple ,  correspondent  des  arcs  en  nombre 
indéfini;  savoir:  Tarc^  la  denii-circonfcrcnce  moins  l'arc,  la 
circonférence  plus  l'arc  ^  etCi  En  général  j  la  donnée  de  Tane 
quelconque  des  lignes  trigooonié triques  ne  caractérise  pas  un 
arc  y  c'est-à-dire  ^  qu'il  existe  une  infinité  d'arcs  définis  de  la 
même   manière. 

Ces  notions  posées  ^  nous  dénoterons,  l'arc  donné  par  son 
sinus ,  de  cette  maniè^-e  :  arc  f  sin  =.  :p  ) ,  ce  qui  s«  lit  ainsi  Z 
arc  dont  le  sinus  esi  x.   Soit  donc 

jr  z=ifx  =  arc  (sin  =  «), 

* 

on  déduit  de  là  réciproquement 

X  s:  sin  je  : 
en  différentiant,  on  a 

■  ,    -  •  djc 

àx  =  cos  y .dr,     d'où  dr  s= —  ; 

•^  cos  7"     V 

or,  cos  j^,  ou  le  cosinus  d'un  arc  qui  a  x  pour  sinus ^   est 
y  \  —  XX  \  donc 

d^  ou  d  f  arc  (  sin  =  X  ;  J  = 

La  somme  de  Parc  dont  le  sinus  est  x  ^  et  de  l'arc  dont  le 
cosinus  est  Xj  est  un  quart  de  circonférence;  désignant  donQ 
le  premier,  par  j  et  le  second  par  z^  on  aura 


XX 


44  Lxçoifs 

et  en  difFérentiant 

4«  =  — dr, 

et  de  là 


arc  (cos  i=  x)  )  =s  —  — ^= 


j;x 


Ainsi    I*.  la  diffèrentieUe  dt  Tare   donné  par  le  sinus, 

esi  la  différentielle  du  sinus ,  divisée  par  la  racine  carrée  du 

carré  du  rajron^ moins  le  carré  du  sinus  ;  a*,  la  différent 

tielle'  de  Varc  donné  par  son  cosinus  ,    est  la  différentielle 

du  cosinus  prise  en  signe  contraire ,  divisée  par  le  carré  dn 

rajron  moins  le  carré  du  cosinus,  .  ^ 

Soit 

j-  =  arc  (  tang  =zx) 

d'où  résulte 

xssUngj-: 

la  diffërentiation  donne 

dx=  ■  t     d'oif    dr=  cosV.dx;        « 

cosy  y  ^        f        • 

or  y  cos  J'y  ou  le  cosinus  d'un  arc  dont  la  tang  c=x,  est 
y.    .      _■;  donc 

d(  arc  (tang  s=  x)  ]  = . 

\  /  l  +   XX 

Mais  Parc  dont  la  cotangente  =x,  ajouté  à  celui  dont  la 

tangente  ^x,  donne  —  9  en  sortt  que,  désignant  toujours  le 

premier  par  jr^  et  le  second  par  z^  on  a ,  par  la  difFéren— 
tiation 

ds    ou    d  (arc  (cot  =  x)  )  =  —  — : . 

fV     .  V  i+xx 

i\  la  différentielle  de  turc  donné  par  sa  iangenie^ 
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est  égale  à  celle  de  la  tangente  divisée  par  le  carte  du  rayon 
plus  le  carré  de  lu  tangenie  }   a*,  la  dtffereïïUielle  de  tare 
donné  par  sa  cotangente ,  est  celle  de  la  cotangente  prise 
en  signe  contraire,  divisée  par  le  carré  du  rayon  plus  la 
carré  de  la  cotangente* 
On  a  en  piéme  tems, 

/•  =  arc  (sec=:x),  xrsrsecj-} 
donc 

cosV  c©$  r 

Or,- 

donc 


d;^=df^arc  (wc  =:  x)  Js= 


d 


\x 


et 


dj= d  r  arc  (cosec  =  jc)  j  =;  — 


dar        -, 


X  ^  XX 1 

On  pourra  maintenant  s'exercer  à  appliquer  toute»  les  règles 

précédemment   données,  à  la   difilërenfiation  de  cette  fon&« 

lion  mêlée  de  quantités  algébriques  et  transcendantes 
*  > 

_.  ^'^'  ,      Mnjf.COSX  CQS  V\,—  ^x 

logV^i  — XX  sec'x 


/  ax  —  XX  V 


+  are  ^tang  =  (i  —  i^i  — xx^\ 


ce  qa'on  fera  plus  commodément ,  si  Ton  représente  d'abord 
chacun  des  facteurs  par  une  lettre  5  qu'après  la  première 
différentiation,  on  exécute  à  part  et  successivement  toutes»let 
difjfêrentiations  indiquées;  et  qu'enfin,  dans  Le  premier  ré<* 
tfoltat^  on  énonce  tout  an  moyen  de  la  variable  x.- 


Jfi  Laçovs 

Npu6  allons  rechercher^  par  un  autre  procédé,  les  dére« 
loppeiuens  et  les  difTéreuU^Ues  des  fouclious  trao^cendaate*» 
^ous  commencerons  toujours  par  rccponeotielle  «'. 

Soft  a*^sz=:Jx  y  on  aura  aussi  a^  ==/r  j  ^î  conséqueniment 
fl*+^  =:y  (  a:  +  J^  )  >  «^  sorte  qu'on  a  cette  ^propriété  caracté- 
ristique 

si  Ton  considère  sous  le  signe/",  la  variable  x  comme  l'ac- 
croissement de  jr,  et  qu'on  développe  ,  dan«  cette  hypothèse 
f(j''{'X)f   on  aura  cette  identité 

/«^x^ -^  +  «-;^ +— -^^ +.7;^ -^- +  etc. , 
et  après  avoir  divisé  de  part  et  d'autre  par  J^,  il  viendra 

/•  .       ^ifr)    ^    ,    *•  <i'^/^)    1    ,    ,      ,  / 

/jc  =  1  +  a:.       .-^     .  7-  ^ p^ —  ;  7 ^-  etc..  (i). 

,4r    /r     i.a    *ir*    /r  ^' 

Or,  les  variables  x  t\  jr  étant  indépendanties,  le  développe- 
ment de  fx  ne.  doit    pas    renfermer  jr.   Ainsi  les  coefUciens 

— — —  •  -7!-  î  — -T-i —  -TT-  y  etc.  .  doivent  être   conatam  :  on 

^r     fy      ^J"    fjr 

aura  donc  d'abord 

— — ,  -7-  ==z  ^  ,  a  OU  — ; :sz  A  a/ 

on  tire  de  là 

;     •        -•      l  '  SC^W,       d'où — -^.-r-  =  ^* 

tir*  «tr      JT 

etc. 
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La  substitution  de  ces  valeurs  dans   fi),  donne  ce   déve* 
lopperaent  dëja  trouvé  d'une  autre  nianifre| 

a'  =  1  +  Ax  -{ 1 +  etc. 

On  aura  donc 

i{ar)z=Aardx^    à^{ar)=:AWâj-^^     à^(ar)  =  A^a'dj^^eic.i 

d'oii  on  déduira,  comme  plus  haut  (pag.  34  et  35) , 


d    (a')=    la    a'  dx 
d»  (a*)  =  {la)*  af  dx' 
etc. 


d    (e')  =  e'  dx 

d»  (e*)  ==&'  dx* 

etc. 


Soit ,  en  second  lieu ,  log  f  i  +  or  )  =/  (  i  +  ar  ) ,  on  aura 
^^g  J^  =JX>  «^  conséqnemment  log  (j^  +  ^i  =f{j-  +  xy). 
Ainsi  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  que  nous  con- 
^îdérona^  sera 

f{i+x)+fj-=f{jr  +  xr)'. 

développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  de 
xj'j  c'est-à-dire ,  en  considérant  jr  comme  la  variable  et  xy 
iidaime  ^accroissement ,  on  trouvera 

,  d  r^).  d»(jîr)     ,     .  j.        ,        . 

4en  observant  que  — p^ — 9  y   etc.,  mdiquent  les  cocf- 

ficiens  des  différentielles  dey(j<-  +  x;^)  par  rapport  à. la 
seule  variable  f  dont  xy  est  l'accroissement  :  retranchant  fy 
de  part  et  d'autre  j   on  a  ce  développement  de^* (  i  +  *), 
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Les  coefficient  j-    Y     '  -^^     j  ,     >  «^-.^  doivciit  encore 
être  constans  \  on  posera  donc  d'abord 

•■.  —  =       Jk  >  d  ou        — T — -  =     » 

'       dy-  '         •  dr  j- 

on  tire  de  là  ,  d'après  h  règle  pour  différencier  une  fraction, 
•'•^  ■'  ss  —  ■■  ,    d'où    r* .  — T^ —  =  —  Jn , 

_^=       -.-5—,    d'où  y--^=     »^> 

d/4  r*  .  4r* 

^  etc. 

et  conséquemment 

/(i+*)=log(i+*)  =  -W{«  — -^  +  -^ ^+  «te-} 

série  connue,  et  dans  laquelle  \e  module  M,  qui  reste  indé^ 
terminé}  dépend  de  la  base  a  du  système  de  logarithmes.  Oa 

a  donc  d  (log  j")  = =^;  mais  en  désignant  a*  par  j^ ,  on 

vient  de  trouver  âj-±:ijj^  d(logj^),    d'où  d(logjî= -j-.J 

on  a  donc  cette  détermination  ^  =  — 1=  — ,  laquelle,  subs- 

A  '    la 

tituée  dans  les  résultats  précédent ,  donne  ceux-ci  rapportés  a 
la  base  a^ 

d(logr)=7^>   ^'(106^^)  =  -^  etc. 
et 

pour  la  base  e  des  logariûwnes  népériens. 


f 


,   • 
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Soit,  en  troisième  lieu,  {  i  +  «)"•  =/(  i  J^  x)\  on  aura 
j^:=:fX,  (/  +  ^^)"*=/(j^  + Jcr)  •  la  propriété  caractéris- 
tique de  celte  fonction ,  sera  donc 

/(i  +  x)  X  ^  =/(j'  +  xjr). 

Développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  do 
xjy  puis  divisant  par^,   il  viendra 

/( I  +  a:)  =  1  4-  xr  — r^ — .-? — f-  '•  ■  .        -^t— 

,    xy   d3(/r)    I 

+         'g     ' j  ^ 2r-  etc. 

i.a.3      d^      fjr 

Les  coefficicns  r — J^'^T^  ^'      ^^,      Jy    «te.,  seront 
dune  encore  constans  \  ainsi  on  pourra  poser 


> 


en  supposant  qu'on  ait  démontré,  dans  tous  les  cas  de  Texpo* 
sanC  m ,  que  le  coefficient  du  second  terme  dans  le  dévelop- 
pement de  (i  +"^)'^;  ^**  ^gal  à  lïndice  de  la  puissance* 
(  Voyez  no^A  i".)  * 

Ainsi 

dv/r) 

-  =  7îi  (m  — 1)^— », 


d'où 


de  mCme 


4r' 


O'où 


d^ 


=  m  (m  —  i)  (m  — a)j^ 


etc. 


5o  Leçons 

Ces  subslitulions  faites  dans  le    développement   dc/'(i+a:),' 

donnent  la  formule  connue  du  binôme. 

Soit  cosx=/r,  on  aura  aussi  cos^=^, * 

cos  {y  +  x)  =/(r  +  ^)  ;  cos  (jr  —  x)  =f{r  —  ar  )  ,  et 
celle  propriété 

Si  on  développe  le  second  membre  suivant  les  puissances  de 
X  ,  et  que  Ton  divise  ensuite  de  part  et  d'autre  par  7.fx  ^ 
oh  aura 

x^   dHfr)     i     .        a^^       à^(fr)     ^ 


jy-^i.z^.z.A   dj4  \^  +  ''^' 


X-  g-ry 

àHfr)     1       dV/r)     1 
Les  coefficient  — -r^-^'-^y  — TtÂ — IT^  «^^m  ^'^"^  *^^- 

d^*     fr        dr^     /r 

jours  constans ,  si  on  observe  que  le  cosinus  doit  élre  moindre 
que  le  rayon  ;  on  posera 

ilM  •  =_^.,  d'où  im=.^.cosri 

on  aura  ensuite  • 

Ainsi 

A*x'*^  A^x*^  ^x^ 

cos  a:  =  i  —  -*- +  .,   ,  —■  '  .'  +  ete* 

'1.3^  i.2«i«4  i 6 

développement  oîi  ^  est  un  nombre  encore  indéterminé. 

Soient sîn a:— ^:r,  ccsjr:==fy^on  aura  sin (^ +<a^)  =  f  (^'+ ^)y 
£jn  (^  — x)  =  ^(j-  —  a:),  et  cette  propriété 

2<fx.^  =  q>(^ -J.  X)  —  f  (7  —  dr)  : 
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développant  le  second  membie  par  rapport  aux  puissances  de 
a: ,  et  divisant  par  ^fy ,  il  viendra 

les  coefficieas      ■  .     ■>-?—?   ..,  ..■7.  ,>--r-^  ete.^  devant  être  • 

^X    Jjr  .     ^j"     Sr 

constans,  on  pourra  supposer 


<i(<er) 


.--r— =2=6)       d'où    •• p^ =3&^COS^J 


d'oii  l'on  déduira ,  d'après  ce  qui  a  élc  trouvé  et  «dessus  y 
— j-  =  - A^'cos^,    dou  _^.— .  =  _^^- 

dVfflv^     1 


dr'    ~  '  : -"    "~    «Jr*    fr 

donc 

sin  X  :=zhx  '^  bA^ ^  +  hA^ r —   etc. 

1.2.5  1.2.3.4.5 

,  Or,  Parc  x  étant  n  fois  dans  la  demi- circonférence ^  fous  les 
multiples  de  l'arc  x ,  savoir  :â:>(&n  —  \)  x ,  (2n-f*i)x, 
(4»-—  i):r^  etc.  ^  ont  le  même  cosinus  en  nombre  et  en 
signe ^  on  peut  donc,  dans  la  série  dii  cosinus^  supposer  A^=.îf 
cequi  do.nne 

x^  ^4       ' 

etc. 
1.2      *  1.2/5.4 

et 


cosin  X  =  1  — 

X* 

-+  • 

xi 

1.2 

1.2.3.4 

sinr  =  ij:— - 

.  +  b. 

Mais  de  la  rdation  sin^  x  4-  cos'  a;  =:  a  ;  on  déduit  £  =:  1  j 


Sa  Leçons 

détermination  qu'on  reportera  dans  la  séné  da  sinus.   On  » 

donc  trouvé 

'd  ( sin  x)==  cosjr^djr ,  d'  (  sinj^  )  = —  cos  y  ày^ ,    etc. 
d*(  cos/)  = — cos/  d/"*,  d*  (  cos j*  )  c=  cos  jr,  d  j^* ,    etc. 

Or  ,  pour  avoir  les  différentiellfs  successives  tant  du  sinus  que 
du  cosinus  ,  âl  faut  encore  connaître  la  difTéreulielle  première 
de  cos/.  A  cet  effet ,   on  partira  de  la  relation 


JL 
.a 


cos/  =:  (  I  —  sin*/  )*  t= 

€n  posant  i  «^•sin'/'  =  z  2  on  déduit  de  là  (  pag.  27  ) 

d«           .      —  a  sin/. cos/. dr  .         , 

d(cos/)  =  i^=iX  ^^j^^; =-sinj^d/. 

On  peut  encore  observer  que  la,difTérentiellede  la  série  du  co* 
sinus  y  donne  potir  coefficient  du  àx  ,  la  série  du  sinus  ^  dont 
lous  les  signes  sont  changés  \  propriété  de  laquelle  on  coucUu 
encore  d(  cos/ )  =  —  sin/  àjf. 


\       ^ 


»       4         II 


r 
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CHAPITRE    V. 

Différentiation  des  fonctions  ^  telles  que 

^(P>S[>^"0>P>*I>''ï  ^^^'  »  éf^^^  des  fonctions 
quelconques  de  la  seule  variable  x. 

Supposons  qa'on  n'aât  sous  le  signe  y!  qu'une  seule  fouctiony 
e*est-à-dire ,  que 

D'après  la  définition  y  la  difTërendelle  première  de  fp  ,  sera  le 
terme  de  première  puissance  de  l'accroissement  de  x  dans  le  dé 
Yeloppement  de  fp  y  après  avoir  remplacé  x  par  x  -f-  dx*  Or ,. 
par  ce  changement  de  x  en  x  -f-  dx  ^  /?  ^  sous  le  signe y^  dévient^ 

:o0^         comme  on  le  tait^ 

dx* 

p  +  p'da:  +  pf—^+  etc., 

oïl  »'  est  le  dp  sur  dx,  c'est-à->dire  ^  -r^  7  P^  est  le  d*/?  sur 

dx 

d*P 
àx^f  c'est-à-dire,  '\,9   etc.,   en  observait  qu'ici  p  est  la 

variable  dépendante  ^  et  x  la  variable  principale.  Que  l'on 

■ 

*  dx* 

désigne   maintenant  p^dx  -^  p^ f-  etc. ,  par  h  :   h    sera 

I  «a 

l'accroissement ^ue  reçoit  p,  lorsque  x,  dans  p,  reçoit  l'accrois- 

srment  dx  :  ainsi  ^  la  fonction  proposée  devient /*(;?  + /j)i 

et  on  a,  diaprés  le  théorème  de   Taylor^ 

-^^^      dp         ^     dp»         1.2  ^ 
Nous  ayons  écrit  dj  ou  d  {Jp  )  sur  dp ,  d*[Jp^  sur  dp»  elc.^ 


I 


I 
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parce  que  p  devient  ici  la  variable  principale  d*oii  dépend  y 
oufp.  Si  on  remplace  h  par  le  développement  que  cette  lettre 
.  représente^  on  aura 

+  etc. 
et  en  effectuant  les  opérations , 

en    sorte  que  la  différentielle  de  fp  est  ^  d'après  Ig  définition , 

t\(fp)       ^       .     d(Jp)      dp    ,  ,  àp 

—^  ^'^"^    '"''"d^  -IJ  ^^^  «o  remplaçant  p'  par  •^. 

On  a  donc 

Il  faut  bien  se  rappeler^  i<*.  que  —  est  le  coefficient  de 

la  différentielle  àtfp  y  prise  par  rapport  à  p  ^  c'est-à-dire  ^  en 

di? 
regardant  p  comme  variable  principale }  a*,  que  -p-  est  celui 

de  la  différentielle  de  p  y  prise  par  rapport  à  j:^  ou  en  regar* 
dant  X  comme  variable  principale* 

Pour  mieux  fixer  les  idées  y  nous  différentierons 

p  étant  l'infinitinome  a  +  ^«^  +  <^^*  +  ex^  +  etc.  Le  cocfR* 

.     ^    ^ifp)        ^                      àp          drtf  +  ^x  +  cx'  +  elc.) 
cient   ■  ^-^r^  ■  est  mp"^»  ;    --J— == -i_I- JL JL L 

àp  ^      dx  dx 

5=  &  +  d  car  -f-  3ejf*  +  etc.  ;   donc 

d|a  +  bx  +  cx^  +  ejc' -f- etc-j^^m  {a+bx+  ex'  +  etc.)*^- « 

(  &  -f  a  ex  +  3cx'+  etc.)  dx. 
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l'on  Yoit  qoe  pour  differender  un  infinitinome  élevé  à  une 
puissance  ,  U  faut  encore  écrire  l'exposant  en  coefjficit  ni , 
diminuer  l'exposant  if  une  unité  ^  et  multiplier  par  la  diffé-^ 
rentielle  de  la  quantité  sous  Vexposant, 

On  a  donc  <îfclte  règle  pour  differentier  une  fofiction  de  p  ^ 
p  éianl  une  fonction  quelconque  de  x*  Faites  le  produit  du 
coefficient  différentiel  de  la  différentielle  de  f p ,  par  rapport 
fl  p,  par  celui  de  la  différentielle  de  p,  par  rapport  à  Xp 
et  par  dx.  • 

I/applicatîon  de  cette  règle  ^  donne 

dp 
d(a')     =      la.aP.p\dx=:z  la.aP  .'•—'d<c 

dx 


A^lp)    =      fàx^^±_ 


^P.dx 


P  P 


dp 


d(8in /?)=:=       co$p,p\àx:s=      cosp»—-.dx 

d(co9>/7)  =  — sinp.f/.dx  =  — fiin  p  .—. —  ,dx, 

etc. 

•  * 

p  étant  nne  fonction  quelconque  de  x.  Lorsque  cette  fonction 
sera  donnée  ^  on  pourra  tout  énoncer  au  mojen  de  la  variable  jr. 
Passons  à  la  fonction  plus  générale 

p  ti  q  çtant  des  fonctions  de  x.  Il  s'agit  donc  de  substituer 
X  '^  dx  pour  Xy  de  développer  la  fonction  variée  suivant  les 
puissances  de  dx^  et  de  retenir  le  terme  de  première  puis- 
sance de  cet  accroissement»  Or  il  est  visible  qu'on  aura  le 
même  résultat^  soit  qu'on  fasse  la  substitution  en  même  tcnis 
dans  l«s  deux  fonctions ,  soit  qu'où  la  fasse  d'abord  dans 
l'une  d'elles  seulement ,  dans  p ,  par  exemple ,  et  que  dans 
le  développement  qui  en  résultera ,  on  change  partout  x  an 
X  -{-  dz-  dans  q. 
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Ainsi ,  en  écrivant  x  ^  dx  four  x  dans  p  seulement  ^  9 
sera  une  constante ,  et  on  aura  ^  d'après  ce  qui  a  été  trouvé 
plus  baut^  ce  développement 

^\     dp      '  dx*  ^      dp*    \dxj  /  i.a  ' 

dans  lequel  nous  n'avons  mis  en  évidence  ^  sous  le  signe  J*^ 
que  la  quantité  p ,  parce  qu'elle  est  la  seule  qui  ait  été  sup- 
posée variable.  Maintenant ,  par  le  changement  de  x  en  x-^-  dx 
daps  q  seulement  y  p  redeviendra  constante  à  son  tour ,  et 

u  j  '  '    ^        d(fp)       dp         d(fp)        d*p 

chacune  des  quantités//,,   -^  .  ^,      -^  .  ^^  , 

d'( /p  )       /clp\* 

— 7~ —  •    (  -p  )  ;  «te,    qui  sera   fonction    de  q ,   dans  celte 

seconde  hypothèse ,  donnera  )ieu  à  un  développement  dont  le 
premier  terme  est  toujours  la  fonction  primitive  :  ainsi  ^p 
deviendra 

Si  Ton  considère  que  tous  les  termes  donnés  par  le  déve- 
loppement de   — -j .  -—  doivent  être  multipliés  par  dx,  on 

verra  que,  sous  la  condition  de  ne  retenir,  pour  former  la  différen- 

tielle  première,  que  ce   qui  est  multiplié  par'dj:,on  n'aura  ci 

,                d(/5?)      dp     > 
prendre  que   — "- .-—— .dx,  et  qu'ainsi  la  différentielle  de 

d (  fti\    An 

f{P7  ?)  »«  se  compose  que  de  ces  deux  termes     ,      .-—■  dx, 

dp      dx 

■*■  ,"  "  •  -T—  dx  ,.  en"  sorte  que 
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LJKrftJj  <}/>         dx         ^      d^        dx         ' 

où  —  .  --p-  d a:  est  la  différentielle  dej'(p^q)j  prise  eu 

regardant  la  seule  quantité z?  comme  variable,  et  — ^-i^.-^Ax 

dq     dx 

est  celle  de  la  ménje  fonction ,  eu  égard  seulement  à  la  va-» 

ri^bililë  de  f . 

Qu'on  suppose 

et  on  aura  ^  d'après  la  composition  connue  de  la  différentielle 

,    d  f/y^^")  =rmy''.p"'— »  —^  dx  -f-  np'^.q"^*  -^  dx. 

dx  dx 

Soient,  maintenant 

en  trouvera 

dp 
p'"'"'  =  (a  —  ar)'"-»  ^     H     *^  —  *' 

1  d<7  1 

^  (6  —  x)"-'  '    dx        (6  — x;* 

et  coQséqaemment . 

I  1  1 

( — m(a — x)'""'*  n(a — -a^""  \  j 

~"\        {b  —  x}"          ^  (6— "jr/^'i     '^'       • 
C'est  le  résultat  qu'on  obtiendrait  par  la  diffcrcntiation  immé- 
diate de  Yt=:(a  —  x)'^  X  -r-, • 

(0  —  X'j"* 
On  pourra  appliquer  la  même  formule  à  la  difïérenlialion 
de  ■ 

j  ==:€"*  C'+*'*;  .sin"  {x  —  bx'') ,  ' 


/ 
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ou 


p  =  c"*"***  ,     ^  =  sin  (a:  —  bx*): 


n  est  maintenant  facile  de  trouver  la  difTérentielle  première 
àef{p,  9;  r).  Pour  cela  ^  on  supposera  que  le  développement 

soit  celui  d'une  fonction  de  trois  variables  fip^  q,  r)  ,  en 
supposant  qu'on  n'ait  encore  fait  varier  x  que  dans  p  et  dans 
g  ;  il  reste  donc  a  fiaire  varier  x  dans  r ,  et  par  là  le  premier 
terme  Reviendra 


fiP>9,r)  + 


d(/r)      dr 


d:r  +  etc.  j 


dr     '  do: 

et  on  remarquera  encore  que  du  développement  donné  par  la  fonc- 
tion qui  multiplie  dr  é^nsf(p^hy  ^  ^  Ar)  on  ne  doit  tenir  compte 
que  du  premier  terme  y  parce  qu'il  sera  le  seul  qui  soit  multiplié 
par  âx,  et  qu'enfin  les  autres  termes  ne  donneront  rien  qui  ap- 
partiienne  â  la  différentielle  cherchée  \  elle  sera  donc 

Ainsi  ^  pour  dif/érentier  f  (p^  q>  r,  etc.);  p>  q>  r,  etc. 
élant  des  Jonctions  quelcon^ies  de  j.,  il  faut  differentier  suo 
cessivement  et  séparément^  par  rapport  à  chacune  des  quaU" 
iitès  P;  q^  r^  tic,  de  la  fonction j  comme  si  toutes  les  autres 
étaient  constantes  ;  la  somme  de  toutes  ces  différeniieUes ,  est 
la  dijférentielle  de  la  fonction. 

Cette  règle  est  générale  ;  et  elle  comprend  toutes  celles  que 
nous  avons  énoncées  jusqu'ici. 
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CHAPITRE    VI. 

De  la  Differenliation  des  équations  entre  dewv 

variables. 

Lorsqu'une  équation  entre  deux  variables 

f  st  résolue  par  rapport  à  l'une  de  ces  variables  y  c'es^k-dire  9 
lorsqu'elle  est  sous  la  forme  ^' 

on  sait  trouver  les  coefficiens  différentiels  de  tous  les  ordres 

dr*        d*y        d^v  •  - 

-p- ,  -T^  ,  -—^  y  etc. ,  puisqu'on  sait  différcntier  toute  fonc- 
ax        dx*        dx* 

tion  de  la  seule  variable  or.  Il  s'agit  maintenant  d'a;»signer  ces 
coefHdcns  ;  sans  résoudre  effectivement  la  proposée  par  rap- 
port hijr. 

♦ 
A  cet  effet  ^  imaginons  l'équation  résolue  par  rapport  àj*; 

on  aura  donc 

y=fxj 

de  sorte  que,  substituant/r  pourj*  dans  la  proposée  F(j:;J')=o, 
die  deviendra  ^ 

Mais  F{Xyfx)  sera  une  simple  fonction  de  x,  que  nou» 
pouvons  noter  par  ^x ,  laquelle  sera  identiquement  nulle  ; 
c'est-à-dire,  égale  à  zéro,  sans  rien  prononfcer  sur  ar  j  elfe 
sera  donc  encore  nulle  par  le  changement  de  x  en  x  +  *  7 
i  étant  quelconque.  Par  cette  substitution ,  on  a,  d'après  lo 


ihéorfme  de  Taxlor ,  . 

i 

et  consëquemment^  parce  que  raccroissemenl  i  est  quelconque  ,. 
çx=o,  _j_  =  o,-5^  =  o, -^jp-  =  o,  etc.,. 

c'est-k-dirc,  en  remplaçant  çx  par  F{x,j), 

à{F(x,y))  d'(f(x.y))  d'(F(jr,j)) 

^(^.r)=o,.^^^  =  e,       ^^.  .=o,       ^^       =oetc> 

Il  faut  donc  prendre  les  différentielles  successives  de  F(x,y), 
et  égaler  les  coefficiens  à  zéro*  ' 

Celte  fonction  F  {xtX^i  rentre  dans /*(;[>,  q)  en  faisant  dans 
ceUe-ci  p  =  j:,  q  x=.y  ^  parce  que  y  est  une  fonction  de  a:. 
On   aura  donc 

jnr,,  V-.        d(Fa:)     d»    .      ,     df/y)      dr      , 

d[F(x,^)]  =  -L_2.^dx  +  -^.^.  d^i 

et  en  ne  retenant  que  le  coefficient  qu'il  faut  égaler  à  zéro^ 

à{Fx)         d(F/)      dr  _ 
djp  dj^         dx  "^ 

Or ,  la  fonction  F{Xjy)  étant  notée  par  u  ,  on  pourra  énoncer 
très'Simplement  le  résultat  précédent  en  cette  manière  ; 

du         du      . 

dx         d;-  -^  ^  • 

dy       dw  , 

011^''=  -7—^  -T—  représente  le  coefHcient  de  la  différen- 
tielle de  I/,  prise  en  n'ayant  égard  qu^à  la  variabilité  de 
a-  en  dehors  dev*  et -a*- annonce  celui  de  la  différentielle  de  ii^ 

prise  seulement  par  rapport  à^^  ou  dans.  Thypothèse  de  dt 
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-variable  senUmcnt  dans  jr  qui  eo  est  fonctioD  f  et  non  plui 
en  dehors  de  j". 

La  fonction  représentée  par  u'  .contient  donc  -; — ,  -— ^  et 

dx      âj- 

dii  du 

y  :   -j —  et  -t —  ne  renferment  que  x  et  /• ,  et  parce  que  r 

dépend  de  x ,  ces  deux  quantités  sont  des  fonctions  différentet 
de  a:  :  j^  qui  en  dépend  par  la  relation  (i),  est  aussi  une 
«atre  fonction  de  x  ^  en  sorte  qu'on  pourra  poser 

^9  J'y  y  étant  les  trois  fonctions  de  x  analogues  a  p,  éfy  r 
^ansf{p y  Çy  r)  du,  chapitre  précédent.  On  aura  donc,  d'aprèt 
la  règle  connue^ 

diif    _  du'     dr   ,  du'  dr'  . 

-r-^  •  dx  -4-  — —  •  -^^—  dx  -4- -—  dx  « 

dx  ^  d^     dx        ^  dy   dx       ' 

>cti  observant  que  -r —  =  17  parce  qu'ici />  =  «:  mais  le  coeffi- 
cient différentiel  est  nu] ,  donc 

dF+d^' d^'^d^"  dr~^~lx  "^  dj  -^  ■*"  d^^    ' 

dr^^ 

y»  eunt  =  ^=  -jj^  =  ^  (  pag.  ao  ,  a,  ). 

11  reste  maintenant  à  tout  traduire  en  u  qT|i  est  la  fonction 

donnée.  Or  ■■■.  -  indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de 

dx 

tt'  prise  par  rapport  à  la  variable  x   en  évidence  dans  -— <- 

du 
et  -j — ,  et  non   pas  par   rapport  à  celle  dont  jr  et  7^'  sont 
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fonctions    On  a  donc  cette  traduction  de  -r — , 

ûx 

du'         d*w  d*« 


a    "•       A^An^  ^  > 


dx         dx*         dy  dx 

d*u 
où  -T —  indique  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  • 
dx^ 

provenant  de  deux  différentiatlons  successives  de  Uy  l'une  et 

d*u 
l'autre  par  rapport  à  la  variable  x  en  évidence  ,  et       '        * 

celai  qui  résulte  aussi  de  deux  différentiations  de  u,  effectuées 
la  première  par  rapport  à  j*- seulement  ;  et  la  seconde  par  rap- 
port à  X  seulement* 
On  a  de  même 

du'  ^     d«i/  ^'"     ,  . 

■45^ ^  dxdr'^ Hr^ ^  ^ 

et.  conséquemment 

du'      /_     *^*"     ^        *^'"  \j» 
1^^  "^  dardr"^  "^  "dr*       ' 

d*i/ 

rappelant  le  coefficient  différentiel  provenant  de  deux dif- 


dx  dy 

férentiations  Successives/  la  première  par  rapport  à  ar^  la  seconde 

d»i£  ' 
par  rapport  à  ^  ,  et      ^    le  coefficient  de  la  différentielle 

seconde  de  u  par  rapport  à  y  fonction  de  j;*.  - 

du'  ' 

Enfin  indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de  a', 

différentielle  prisé  seulement  par  rapport  a  y^  en  facteur  dans  le 
second  terme  de  u' ^  en  observant  que  y  ue  se  trouve  ni  dans 

du  <î"      j 

-; —  •  ni  dans  -\ —  :  donc 
dx  dy       ^ 

du'  du      dy'         du         .,  ,     du'      -,       du 

^^^  dy  '   dy»  ^dy^  dy'  ^  dy^    ' 
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Si  Ton  rassemble  tous  les  termes  cpe  nous  venons  de  trans* 
former,  on  trouvera 

d«i/     .         d'M       ,        à^u     ,     .     du     ^  *       /  % 


àx*  dy  àx  dj*        ,       d^ 

d^F(x    y) 
pour  développement  de  1   ^       =  o ,  en  supposant 

d'u  d'i/ 


dy  do:         da:  àj 

identité  qui  sera  démontrée  plus  loin. 

Le  premier  membre  de  la  formule  (a),  c'est-à-dire ,  u^  est 
une  fonction  de  x  ^  y  y  y' ^  y^^  qui  donne  pour  coefficient 
difKrentiel 


di** 


dn<^      dr        ^|tt^    jd2;;;_       ^Itt^     ày^  _ 


d:c  djr      dj:         dj'      dx         dj^"      dx 

c'est-à-dire , 

du"        diiff     ,   .    dttfl'     .    .     du"     .„ 

dW/  VdxV        dV 

à  cause  de  xf'  =  -T--  = — ^ = -— -.    Or  en   énonçant 

^  dx  dx  dx^ 

tout  au  moyen   de  u ,   on  a  ces  traductions. 

di*^^     d'«  d%        ^  d'u     ^  d'u     ^ 

dx      ~      dx^        "^  ^.  djdx^  "^^    "*" d^dx^'* ''"  d/dx-^ 
du//  ,  _      à}u  d}u  d'^u     ^         dni        ^ 

dy-^    "^     dx'dy^  ■^■^djdxdjr-^'  "^     djr^  -^^  "^     d;r*  -^-^ 
dtt^    *  --       ^*"      /r    ,  d'à        ,  ,^ 

dj*-^    —       dj-y    ' 
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Rassemblant  tous  ces  termes^  il  vient 

■  -»-'-^^-^"+  _^y/'=o=«"' (5) 

en  supposant  les  identités 

d^u  S^u  é?u 


dj-d:r'         dj:*d^         dj^dxd^ 

f]uî  seront  démontrées  par  la  suite. 

On  composerait  aisément  Téquation  de  relation  entre  y^Y^y 
y^'jy^^'y  et  ainsi  des  autres. 

Nous  observerons  à  Tégard  de  ces  c^efficiens  différenlipls , 
1*  (][ue  celui  de  Tordre  le  plus  élevé  dans  les  équations  (i)  , 
(a)  j  (3)  y  etc.  j  est  toujours  linéaire ,  ou  du  premier  degré  ^ 
et  qu'ainsi  il  sera  toujours  exprimé  rationnellement  en  x^  y^ 
«t  en  coeffiçiens  différentiels  des  ordres  inférieurs  j  a*,  que  ce 
coefficient  de  Tordre  le  plus  élevé  peut  toujours  être  évalué 
en  fonction  des  seules  variables  x  et  y.  On  voit  donc  que 
l'avantage  de  cette  analyse  consiste  en  ce  quC;  sans  résoudre 
réqualion  proposée  ,  on  peut  cependant  en  tirer  tous  les 
coefdciens   différentiels. 

S'il  pouvait  rester  quelqu^obscurité  sur  le  principe  de  celle 
théorie,  parce  que  Téquation  ^j:  =  o  (  pag.  Sç),  n'est,  dans 
le  fait  ;  qu&  o  =  o ,  on  pourrait  rétablir  comme  il  suit  :  soit 
toujours 

u  =  F{xyjr)  =  o, 

et  supposons  qu'on  ne  fasse  varier  que  la  variable  x  en 
dehors  de  J',  eu  sorte  que  la  fonction  de  a:',  représentée  par 
y ,  soit  constante  :  on  aura  le  développement 
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dx  dx^    i.a         da:'    1.2. 3 

Maïs  X  devenant  x+£  dans  r>  «t  ne  variant  plus  en  dehort 
de  cette  fonction ,  si  Ton  désigne  par  h  l'accroissement  de  j' 
correspondant  à  l'accroissement  i  de  x^  le  premier  terme  u* 
dn  dëyeloppement  précédent;  deviendra 


au 


,     da   ,    ,     d'tt        h^ 

**  +  T^^'  +  -AT •  •  •  •  (0 

djr        '     djr^      1.2  ^  ^ 

.deviendra 
Su    ,     <•£),.     K^)      A. 


i2L 


deviendra 


1 .2 


tt  ainsi  des  antres.  Maïs  à  caose  de j*  fonction  de  x ,  on  sait  mn 

dx    .         dx»    i.a 
Substituant  cette  valeur  pour  h  dans  les  développemens  (i)^ 
(a)  multiplie  par  «  (5) ,  multiplié  par  — -- ,  etc. ,  on  trouvera 


Maîj  parce  «pie  i<'(«  +  »,j'-[. /i)  ==o  en  même  tems  que 

5 
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F{xjy)f  et  que  l'accroissement  i  est  quelconque ^  les  coeffi- 
ciens  d<.s  puissances  de  £  deviennent  séparément  nuls  :  on  a 

donc 

dw         dtt         du 

dx  ^  djr  *  dx 

d*u     .  d'il       ,       d»ti       ,         du      ^  d'tt 

En  poussant  pins  loin  le  calcul,  on  trouverait  le  résultat  (3) 

(pag.  64)  pour  coefficient  de  ^   et  ainsi  des  autres,   j 

Cette  manière  de  présenter  la  Chose ,  ne  laisse ^  ce  me  semble, 
aucune  difficulté)  et  d'ailleurs  il  sitffisait  de  déduire  de  ii=o, 

-,  Au  t       «  1  r  du 

la  conséquence  -^ —  s=  o ,  et  la  règle  pour  former  ce  7 

dx  dx 

parce  que  le  reste  se  fait  comme  on  l'a  vu  (pag.  61  etsuiv.}. 
Appliquons  ces  règles  à  l'équation 

^*  —  2  mxy  -f-  a:*  —  a*  =  o ,' 

en  différentiant  une  première  fois ,  on  trouve 

dy  dv 

^^y^-^  —  ^'^^'^  —  ^'^j^  +  ^^  —  o, 

€^est-à*dire  , 

(  jr  —  ma:)y'  ~  my  +  x=:  o. . .  .(1), 

dy 
en  faisant  -—-  =y  :  on  déduit  de  là 

y=^tlz:^ (.) 

y  —  mx  ^  ' 

Si  on  élimine  y  entre  la  proposée  et  sa  dérivée  en  y' ^  on 
obtient,  après  les  réductions , 
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^adona  du  second  degré  en  y^  et  qui  donne  les  deux  yt^ 
leurs  de  j'  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  r. 
Une  seconde  dififérentiation  de  Téquation  (i)^  donne 

c'est-à-«dire  , 

,       (jr-^mx)  r"  +y"  —  2my  +  I  =o. . .  .(3). 

Si,  dans  cette  équation,  on  substitue  pour  j-'  sa  valeur  tiréd 
de  (2) ,  on  aura  y//  en  fonction  des  variables  x,  j',  et  éli- 
minant jr  enlre  cette  dernière  et  la  proposée ,  on  obtiendra 
deux  valeurs  de  y//,  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  y 
et  de  ^. 

Soit  j  en  second  b'eu ,  IVqnation 
on  en  déduit  celle-ci . 

(^r  +  2x)y  +  (aj-  +  2x)sso} 

m 

et  divisant  par  îy  +  a;r, 

y +  1=0  : 
en  résolvaùt  la  proposée  par  rapport  à  j*,  on  trouve 

jr  =  —x±.y—à% 
qui  donne  pour  la  difïerentiation 

j^^+i=o, 
comme  ci-dessus. 

Soit  encore  l'équation  composée 
J^'  —  27  (:a:  —  a)  Vx  —  b  +  Çx  —  ay  (x —  b)s^Of 
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on  trouTe  fadlement 

.  tt^  oprè*  l«s  rédactions^ 


ya=\/7:ri  + 


«  — c 


La  proposée  résolue  par  rapport  à  j-,  donne 

d'où  l'on  dédoit^  comme  précédemment, 

dr  ,      ,/  .       « — a 


ou 


^«  %Vx—b 

• 

Nous  montrerons  quelques  usages  d^  équations  difieren<* 
tielles ,  et  d'abord  nous  chercherons  le  développement  de  l-in- 
finkinomt  élevé  à  une  puissance  quelconque  m.  Soit 

Xts^a  -J-  &a(  +  c«*  «j- e«^  +  tXic.j 
on  aara 

^  =  A*  =  (û  +  *a:  +  ex*  4-  ««3  +  etc.)"*. . .  .(x) 
et,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  (pag.55), 

4'OVL 

y  ^mX^-^X\ 
divisant  cette  identité  par  j*  =  -Y* ,  on  m 

yt         mX^ 
•--  =  -^,  d'où /^'JX—roj^jT  =  •...(*) 
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léqDatSon   dîfFércntîelle    délivrée    de    X^  qui  est   la  fooctioo 
inooniuie.  Posons 

j'z=A+  Bx+  Cx*  ^  Ex^  +  etc. , 
ji  y  B  j    C  y  etc.  ,  étant   des  coefiBciens   indéterminé ,  n^oa 


aurons 


àr 
y    ou   -j^ss5  +  2C»4.5£x»+ etCi. 

dJÏ    - 
JC'  ou    -I —  =  i  +  a  c«  +3  tfjr*  -|-  etc. 

La  substitution  dans  l'équation  différentielle  (a)  donne  celle*cî  ^ 

^   A^— m6^+|3âC+£i9— m(acujf  +  6^)}x 
+{3a^+a&C-f  c^— m(3tf^+aclî-f-*Q}«»-f-etc.=o^ 

de  laquelle  on  déduit 
aB'^mbA=^o 
aûC-h  hB  —  7n(ac^  +  bB):=zo 
3aE  +  2bC+cB^m(3ejÉ  +  2cB+bC):=a9^ 


etc. 


et 


B  = 


*mbA 


E  = 


amcJl'f'(m  —  i)bB 
2a 

3a 
+  etc. 

Mais  le  premier  coefficient  Jt  resU  indéterminé  >  pour  l^éra^ 
luer  y  00  observera  qa*k  x^  a^  répokident  e»  mtme  lems'  ^=tf ^^ 
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yT=^A::^a^}  donc  jÊ^soT^j  détermination  qa'on  portera  iam» 
By  Cy  Ky  etc. 
Passons  à  une  autre  question.  En  posant 

jr  rr:  sin  J:  ,      «  =  C08  X^ 

nots  avons  trouve 

èy  =  cos  xAx  ;  dz  =  —  sin  ar.dx* 

Si  on  multiplie  la  première  de  c)es  équations  par   v  —  i ,  et- 
qu'on  l'ajoute  à  la  seconde  ;  on  aura 

àz  +  àj  V/irr=  {—y+  z  V/HI^dxrrCz+j'  V^^)  l/^.d*, 

«t  divisant  de  part  et  d'autre  par  z  ^y  V^—  i , 

I     dz  +  dr  l/—  I        ./ , 

Or,  nons  avons  vu(pag.  SS)  que  sip  est  une  fonction  quelconque 
de  a;,  le  logarithme  népérien  de  p,  c'estf>à-dire|  4^9  ^  pour 

difFérentielle  — ^  :  posant  donc 

P 

P  —  ^+jrV—if 
on  aura 

dp  =  d8+  èjrV—lf 
et  par  la  division  de  ces  deux  égalités 

àp Az  +  d/  y —  1 

i 

Ainsi,  la  fonction  /(«  +  r  V^—  ^  )  «t  celle  qui  a  pour  diffé- 
rentiolle  — -^     '^ '■■■  :  d'ailleurs ,  la  fonction  primitive  oui 

•  pour   différentielle   dxV—i,  est  évidemment    *|/— 1. 


»     MA.  k*t*'        ^- 
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Donc  ,^ 

€Hi  plus  f[ënëralemcnt  • 

A  étant  une  constante  arbitraire  qui  complette  la  fonction  pri^ 
mitive,  constante  qai  disparait  par  la  différenciation  ^  en  sorte 
qu^on  retomberait  encore  sur  l'équation  différénticlïe  de  la- 
quelle on  est'  parti.  Mait  la  constante  arbitraire  k  doit  être 
déterminée  conformément  à  la  nature  des  fonc^oiis  y  et  x  : 
or  ponr  x=:o  onaj^:=o,zc=iy  et^  dans  cette  hypothèse  , 

devient 

Il  =:rk ,  d'où  A  =  o. 

Ainsi 

Hz+j-xZ—i)  =  a:  1/117=  X  i/IIT.  l0  ^iB^^^  %  • 
et  repassant  des*  logarithmes  aux  nombres^ 

à  cause  da  double  signe  du  radical*  On  ^sf  do,^c  conduit  9 
cette  propriété  ^  ^  _ 

cos  x'db sin  a: .  1/-^  1  t=  e*         '  .  .•  ;.(5). 

AjoutÉnt ,  puîi  soustraj^ot  les  deux  équations  comprises  dant 
la  pré(cédeate,  on  a  d'une  part 

e  -pe      •  '*'    ^ 

cos  X  t=  ■ 

2 

ar^—  I  — -xl/ —  1 

e  — e 

-  if  n  ^  :=  • 


r 
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Ainsi  des  sinus  et  des  cosinus  réels  se  trouvent  exprimé* 
par  des  exponentielles  imaginaires  y  ce  qu'on  peut  regarder  , 
dit  Lagrange,  comme  une  des  plus  belles  découverXes  de  ce 
siècle.  »  

Si  dans  les'  deux  niembry  de  (4)  on  change  x  en  ar  y  —  j , 

on  trouve  ' 

cos  (x  y  —  i)  =  — 


sia,  (-x.V^—  0  =  — 


"...  .(40 


Ainsi  réciproquement  des  sinus,  et.  cosinus  d'arcs  imaginaires 
sont  exprimés 'pv  des  exponentielles  réelles. 
Que  dans  la  relation  .  , 

/ (cos  a;  -f-  sin  X  y  —  \)  =  x  y  —  i , 

o^  remjpTaae  »  j^i:  des  mnl^ples  pairs  de  la  demi-circonférence  ^ 
savoir  ot.  d^i  /iic*.  •  .2  Arsr.  et  on  trouvera. 

f  -  -    • 

Ainsi  l'unité  et  conséquemmcnt  ioul  nombre  a  un  nombre  in» 
^défini  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel:  qu^oîi'  remplace 
ensuite  x  par  les  multiples  impairs  de  la  denii«circonférence  * 
savoir  fr,^7>  5îr....(û^  4i  *")*.! ^t  on  aura 


/(  — i)=5»V/.ir7..'..  /(^0  =  (2A:-f-i)irV'— 1- 


i     I 


Ainsi  tout  nombre  négatif^,  ne  comporte  que  des  logarithmes 
imaginaires,',"      '  .        ~  —  - 

Si.  oa  change  «:en  mx  daiuLTidentilé  (3).  ce  qui  donnera 
il  -         I  -  \;  - 


C05  mx  dt  s^.wx 


K— i  =  c  ••.•(5)j 


1 
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et  qu'on  «lève  ks  deux  membres  de  la 'même  identitë  à  la 
puissance  m,  d'où 

j  i  nur  V/—  I 

(cosar±8in«  V  — »  )*=^  ....(6)^ 

des  formules  (5)  et  (6)  on  déduira  celle^i 

(  cos  ar  ih  sin  ap  ]/ —  i  )"•=  cos  mx  zh  sîn  mx  ^—i , 

qui  est  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  élégance 
que  par  sa  fécondité  et  sa  généralité  {Leçon  X^*.  du  Calcul 
des  fonctions  y  par  Lagrange). 

Considérons  maintenant  une  équation  telle  que 


ar—jïx^--'  +  5«"-' 


Tx  +  r=o=r....(i), 


dont  le  premier  membre  soit  le  produit  des  m  factenrs  jr  — a, 
a:  '^  by  X  — '~c  ,  etc.  :  on  a  l'identité 


x^—Aar^Jf-Bar^—...  Tm+  f^=(x— a)  (x— &)  («--c)  etc..(2), 

laquelle  a  encore  lieu  lorsque  x  prend  un  accroissement  quel- 
conque ,  ce  quli  ne  serait  pas  vrai  de  dire  de  l'équation  elle* 
méme^  qui  n'a  lieu  que  pour  un  nombre  déterminé  de  valeurs 
de  jr. 

Ainsi  l'identité  (a)  subsistera  encore  pour  x  ^  £  y  i  étant 
quelconque  :  or  ^  si  on  développe  chacun  des  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i ,  on  aura  des  égalités  entre  les 
coefEciens  des  mêmes  puissances  de  cet  accroissement.  Mais 
le  coefficient  de  i,  dans  le  premier  membre  de  l'identité  (a)*^ 
est 

dr 
-^  =  ïfMr*-'— (m— i)-**!:*^».   .   •  —  ÎTj 

tty  d'après  la  règ^e  pour  différentier  un  produit,  on  trouva 


•  . 
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pour  celui  île  i  dans  le  secopd  développement  (  pag.  55  et  soir.  )  ^ 

i^  =  (x— />)(«— c)(a:—d)clc. +  («—«)  (x  —  c)(ar—d)  etc." 

+  (xr-o)(a:  — ^)(j:— d)etc« 
On  a  donc 

mx"'-'^(rn—i)Jar^\. . .—  T=^x—b)  (a:— c)(ar— d)  clc. 

+  {x — a)  (x — c){x — d)  clc. 
4- (a: — a){x  —  b){x — d)  etc. 
4-  (a: — fl)  (« — b)  {x — c)  etc. 

Le  polynôme  jr  devient  nul  pour  xz=z  a^  =6^  c=Cy  etc.  , 

mai^  il  n'cq  est  plus  ainsi  du  coefHcient  différentiel  du  pre- 

dr 
roier  ordre  -f--  ^   on  eii  verra  la  raison  dans  les  applications 

QX 

aux  courbes.  Les  coefficîens  différentiels  du  second  ordre  > 
sont 

d'r 

=  {x — c){x  —  d)  etc.  4-(« — a) (a:— d)  etc. 

en  observant  que  le  second  membre  est  la  somme  des  pr(dduiU 
différens  des  m  facteurs  ^  pris  m  —  2  à  m— «2.  Ce  coefHcient 
Dc  devient  nul  pour  aucune  des  racines  y  et  il  en  est  de  même 
de  tous  les  suivans. 

Mais  si  la  proposée  y  comporte  des  racines  égales  ^<  et  qu'on 
,«it  ^  par  exemple  ,  celte  ideutité 

x^  —  Ax^^-^  +  BaTT^ —  7^:+^ 

tri  nt  ni* 

==(jF— a),  (x— 6)    («— e)     («— e)(«— /), 
OD  en  déduira 
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+m"'{x—fiy'     (»— i)"*    ^x— c)"'"- '(«—«)  (ar-jf) 
+       (*-a)r'     ix-br'     ix-cr"     (x-/) 
+  .     (x-^)»'     (x— *)""     (x— c)"*     (x-e) 


et  alors  les  polynômes  jr  tt  V  sovà  satisfaits  en  ni<tne  tenu 
par  toutes  les  racines  égales ,  puisqu'ils  prennent  pour  £icteur 
ou  pour  diviseur  commun 

/>  c=  (x  —  aY"'-'  {x  —  fr)«'^—  (:r  —  c)-''*'-» , 

c'est-a-dire^  le  produit  des  facteurs  multiples ,  élevés  chacun  à  un 
exposant  moindre  d'une  usité  que^ celui  du  même  facteur  dans 
la  proposée.  On  a  vu  dans  l'Algèbre  (^.  sect.),  que  des  poly- 
nômes j^  ou  X  et  Ky  on  pouvait  déduire  deux  équations  qui 
se  contiendraient  Tune  que  les  racines  inégales  |  Tautrc  que 

lies.  Hiicines  égales^  xjam  .devenues  ioutes  inégales.  Le  ■ ,  '  ;  f 

divisé  par  a ,  serait  le  poljmome  Z  ,  qui  deviendrait  nul  par 
toutes  les  racines  égales ^  et  ainsi  des.co^fficiens  jdîfl^rentiels 
jusqu'à  celui  dont  Tordre  serait  le  plus  petit  des  ezposans  m'y 

Recherchons  enfin  les  formules  qui  donnent  les  sommes  des 
puissances  des  racines  en  coefl^ciens  de  Téquation. 

Désignons  par  a,, S,  y,  i"^  elc. ,  les  racines  de  l'équation 
3t^  —  Ax^--' +  Bx"""*  +  etc.  S=:  Q  , 
nous  aurons  l'identité 

x«'—  -rfx*-«  4.  jBar"-*  +  ctc-  =  (pc  rmo)  (a:— C)  etq. , 
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et  conftéqacninMiit  celle-ci 

l[a^^Aaf^  +  etc.  }=  /(*—«)  +  /(«—C)  +  /(*r^)  etc.  {% 


(*)  Ite  cette  identité  qnî  a    lica  amsi  pour    *  4- 1,  on  conclut  T^ité 
des  coefliciens  de  »  ,  cot-à-dire ,  oeUe  des  coefQeieos  différantjels  du  pre^ 

micp  ordre.  Si  Foo  dësignc  parj^,  le  polynôme  x"*  — ^x"*"^.. .  — Jx-hf^^ 
on  avr»  ^ 

«r  +  ^'  +  «c)=A(»— )+0+'((*-ej+0+^(('-»)+')+eu. 

Mais  en  posant  M:s:  i  dans  le  développement  de  log  (i  -<-  x)  (fog.  48)^ 
afin  de  passer  anx  logarithmes  népériens,  pois  x  =r  — ,  on  trouvent 

!(»  +  *)  =:  i^H h etc. 

»  aa»  3»» 

Sotent  maintenant  *  =:  j^«t  *  =  —-  i  -h  -~  -^  +  etc. ,  pnis  sncoes-^ 

dx  dx»    1.2  '   "^ 

dwment    z  =  x  —  «,  =.  x  — C,  =x— y,  €te. ,  et   A  =  «,    et  on  ob-^ 
tiendra  cette  identité 

(r  + ; i-^-  «te.  =^(x  — «)  + 4.  etc. 

clx  X  —  « 

4-/(x  — C)  H —  +  etc. 

X  —  C 

•       •         •  «        • 

-♦-  /(x  —  y)  Hb +  etc.. 

*    '                            -h  etc. 
Effaçant  ly  d'une  pçrt,  et  de  l'aiure  son  équivalent 

^(*-«)  -|./(x  — C)  4./(x—,)  etc.,  puis  divisant  par  1,  on  sent 
conduit  ik 

^('r)  1  1  , 
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/  indiquant  un  logarithme  hyperbolique.  On  peut  donc  diffô« 
renb'er  de  part  et  d'autre ,  et  on  aura  (  pag.  55)  ^  après  la 
division  par   dx, 

Twx"^'^—  (m  —  1  l^ar"*-*  4.  f  m  —  a)  Bx^-^  —  etc.    —  T 
x^  —  ^x'"-'  +  i^x-^*  — —  Tx  +  F 

+    ^  '        + ^ hetc ♦.  (Jtf) 


Développons  ^  par  la  division  ,  les  deux  membres  suivant 
les  puissances  négatives  de  jp  :  le  premier  donnera  un  quotient 
de  cette  forme 

PO        R         S 

-r+^  +  -^+-^+**''- 

€t  pour  trouver  les  valeurs  de  P,  Q,  R^S^  etc.,  il  n'y  aur* 

qu'à  multiplier  le  qaotient  par  le  dénominateur 

«*— ^o:^"""  +  etc.,  et  comparer  ensuite  les  termes  avec 
ceux  du  numérateur  jnjt^""*  —  (m  —  1  )  Ax^'~*  :  on  auri^ 
ainsi 

Ç  =  AP  —  {m—i)A 
R  =  AQ—BP  +  {m  —  2)B 
S^AR  —  BQ+CP  —  {m^3)Cy 

etc. 

où  Ton  voit  que  la  suite  des  quantités  P ,  Q  ,  R,  etc.,  devient^ 


c'estr^-dire , 

m2r-''(m^i)^4x''^^(m-^)Bx^'^,.  .^T_  J_ ^  JL.  + -1- +  etc. 
"  x"— ^^t"—'. . . .  —  Tx-k-  V  '-•      '"^      '"' 

fdentic^  donnée  par  k  diflécendation  immédiite  dt  /(  ^        ^Tx-^V) 
=  /(Jf  —  «)+  etc. 
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après  le  m**,  terme,  une  suite  récurrente,  dont  Tëchelle  ât 
relation  est  ji^  —  ^ ,  -}-  C ,  —  £> ,  etc. 

La   somme   des    quotiens  donnés  par  le  second  membre^ 


sera 
m 


+  («+C  +  y  +  «le.) -i- +  (*"  +  «"  + y' +  €tc.)-^ 


+  («^  +  C3  +  y3+etcO-^+  etc. 

Maintenant  la  comparaison  des  coefficiens  des  màoies  puis- 
sances de  a:,  donne 

Psm 

Q  =  a  +6  +  y    etc. 
/l  =  «•  +  C*  -I-  y*  etc. 

5  =  et'  +  P  +  y5  etc. 

etc. 

Ainsi  y  désignant  par  Sty  St,  Si,  etc.,  les  sommes  des  puis-* 
sances  successives  entières  et  positives  des  racines  ;  on  aura ^ 
après  les  réductions, 

Si=     jiS^  —  BS.  +  SC 

Si  =      ^^3  —  BS^  +  CS.  —  4D 

etc. 

On  a  donc  exprimé  les  sonunes  des  puissances  successives 
entières  et  positives  des  racines  d'une  équation,  en  eoefficiem 
de  cette  équation. 

On  peut  écrire  Tiden^ilé  {M)  eomme  il  suit  t 


\ 
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Le  déreloppemeot  des  premiers  membres,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  y  entières  et  positives  de  jr ,  sera  de' la  fonut 

Multipliant  par  le  dijnomiaatenr  et  comparant  les  termes .  on 
Irouvera 

FQ'=TP'  —  2S 

FBr=TQ'  ^SP'  +  SR 

rS'  =  771'  —  S(^^  +  RP'  —  4  Q. 

etc. , 

Le  second  membre  étant  aussi  développé  suivant  les  puissances 
croissantes  ,  entières  et  positives  de  x,  donnera 

—  (-7  +  -fi  +  e'c-)  **  +  etc.  j 

on  aura  donc 

i"  = -i- +  4- +  etc. 

Ç'  =^  +  -^  +  etc. 

^'=^+-^+etc. 

etc. 

en  sorte  que,  désignant  par  ,5,  ,5, 3^,  etc.  les  sommes  des 
puissances  réciproques  dci  racines,  on  aura  ces  relations 


(û  Ltçoifi 

T 

T  a 

etc. 
Ces  seconds  membres  forment    une    série    récurrente     dont 
l'échelle  de  relation  est  rhTr>  """«r»  +"Br;  —  ^^* 


/ 
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CHAPITRE    VIL 

« 

Sur  la  manière  de  rapporter  les  expressions 
et  les  équations  différentielles  à  différentes 
variables. 


Dahs  ce  qui  précède  ^  nous  avons  toujours  regardé  x 
comme  variable  principale  ou  indépendante  y  et  alors  jr  va- 
riait par  Xf  suivant  la  relaiion  jr  =Jx  ^  ou  F{x^y)z=ot 
mais  si  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  x,  on  fait  dé- 
pendre :r  de  ^  qui  devient  la  variable  principale  :  c'est , 
dans  la  géométrie  des  courbes ,  construire  sur  l'axe  des  x , 
dans  le  premier  cas,  et  sur  l'axe  des  j-,   dans  le  second. 

Ainsi ,  toute  expression ,  toute  équation  différentielle  est  r^ 
lative  à  l'une  de  ces  hjrpothèses  y  et  sa  forme  change  en  pas*- 
sant  d'une  hypothèse  à  une  autre. 

Pour  traiter  d'abord  le  cas  le  plus  simple  y  nous  supposerons 
qu'on  veuille  rapporter  les  coefficiens  différentiels  de  l'hypo- 
thèsi;  de  x  variable  principale,  à  celle  de  x  variable  dépendante ^ 
ou ,  en  d'autres  termes ,  qu'on  veuille  traduire  les  coefiiciens 
différentiels   dus  à  jr=Jxy   dans  ceux*  qui  répondraient  à 

Si  dans  r:=fx  on  change  x  en  jr+*;  J*  prend  ^n  accrois- 
sement qui  est 


=4^.- 


dj:     "^  dx* 


+ 


dV 


i.a         dx^    1.2.5 


-f-  etc..  ••  (i) 


DonC;  si  dans  l'équation  réciproque  a:  5=  ^7*,  on  change  jr 

'    6 
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cn^+ A,  X  devient  a:  +  *|  et  on  a 

àx  .    .    d'j:       A*      .    i?x         h^ 


Si  l'on  prend  la  voleur  (i)  de  h  pour  la  substituer  dans  (2), 
<m  aura  cette  identité 


x^   /  «*  »^  \« 

-*"  Tl  (-^•'  ^^^  T^  +  ^"  -TTT  +  *'•=•  )  +  ''*'• 

1. a  \  1*2  I «a.j  / 

dr        d*r        d'j^ 
dam  laquelle  y,  j-^y,  etc-,  désignent  -j^  ,  -^  ,   -^9 

âx     d'à:      d*x 
€tc. ,  et  a/,  Jt*,  «"',  etc.  ^  représentent  ■^>"rT>  "iO"'  **^* 

et  on  en  déduit,  par  la  comparaison  des  coefficiens  de^  mêmes 
puissances  de  i .  ces  relations 

d'oii  Ton  tire,  i^. 


+ F; 1^^  ^^' 


et  a'i  ces  reladons  inverses  : 

*  —  — 7-  ^    a:"  =  —  ■     „■  ^   ar"'  s= 


J.'  '      -     y^  '  •*  -   y*        yT' 
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.     l5jrgy.T-|.,oy>/'  jr^ 

etc. 

Avant  de  passer  à  une  solution  plus  générale  de  la  question 
qui  fait  le  sujet  de  ce  chapitre ,  nous  montrerons  y  par  queU 
qnes  exemples,  l'utilité  des  transformations  que  nous  venons 
de  faire  connaître. 

En  partant  de  j-  =  o*,  dont  la  relation  inverse  est  x=z  log.  j*, 
nous  avons  trouvé 

dr 

—-   ou   y  :=:a*.ia^=jr.la, 

dx 

Ovy  d'après  la  relation 

r'xf  =  I  ,     d'où,    x'  =  — -  , 

r 

oa  aura 

•  a^  z=z  — -—  *     d*où     do?  = r—  , 

jrla  jr.la 

telle  est  ;  en  effet  j  la  différentielle  du  logarithme  de  y* 

En  partant  de  lafonctionjrziisin^qui  donne  jr = arc  (sin=:^)^ 
on  a  trouvé 

donc 

«' =  — --  =  — .    ou    dx  =  — ^^ 

X  cofi  *  cos  X 

Or  ;r  étant  Parc  qui  a  pour  sinus  jr^  on  sait  que  •    •   •   • 
cos  «  =  Kl  —  J^';  et  conséquemment 

ix    on    d(arc(8in:=^))  =  -^-~:^=:7* 
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En  supposant  j^=co8  x,  d*oii  Ton  déduit  x=:  arc  (  cos.  =^  \ 
on  a  trouvé 

—.    ou    y=-sin^j 

et  de  là  résulte 

Y*         —  sin  X  |/|  _^.  ' 

et  conséquemment 

dr 
dv    ou    d  (arc  (cos  =j^))  =  —  ^ 

Pour  ^  ==  tang  x  j  qui  donne  jd  =  arc  (  tang  z=zy  )  ^  on  a 
eu 

-~-    ou    r'  = . 

Qx  cos*  « 

et  d'après  la  relation  x'jr'  =  i ,  on  trouve 

djp 
«'  =  -1 —  =  cos*  X. 

on  déduit  des  formules  (  pag.  82  et  85.  ) 

d'à; 
ar*  =  -,    -  ::=-^-aâ/sinxcosx=— a/sîn2xt=-^sin2j:cos*;r 

àr 

à^x 
x^  =  -7—3-  :=  —  2a/(cos2«cos*a?— sîn  2xsina;cos«) 

=  •—  2  x^cos  5  X  coix  =  -—  2  cos  3  x  cos^  x 
dix 

**^  =  *j~2"  ^^  * •5a/(sîn  5x  cos'x  +  cos  5x5Înxcos'x) 

=  2.3.x'  sin  l^x  cos*x  =  2.3  sin  4^  cos^x  j 

d*x  j 

^^  =5= -5——  ==2.3.4«^'(cos4^.cos4x  — sinéxsiuxcos'x*) 

=  2.5.4*^co86xcos^x=:2.S.4  ccsSxcos^x 
tt  aÎDSÎ  de  suite. 
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Ayant  ainsi  forme  les  coefficiens  différentiels  x',  «//,  jr'",  etc., 
Ae  X  f  relativement  à  j-  variable  principale ,  on  les  substituera 
dans  la  série  de  Tajlor  ^  laquelle  ^  rapportée  à  i'hjpothèie 
xz=^y  devient 

«+i=(p  (j-  +  A)  =  a:  +  x'A+x^ 1.  x"'* 


+  **^  — = — ^ h  etc. 

et  on  aura^   en  observant  qae  lorsque  Parc  x  devient  jc  +  î^ 

sa  tangente  devient  ^  -}-  A  ,  et  qu'ainsi  ^  (  y  4-  A  )  représente 
arc(Ung=(jr+/i)), 

/*  /     I  iNN       1  t  A'cos'a?  .  A'cos'x 

arc(tang=ry^-f  A;j=jp+ Aco&rcosx sin  2X' cos3« 

2  5 

A4cos<x  .    ^      .  h^cos^x 

-V :ï —  *m4a:-l —  cos5x-{-  etc. 

4  & 

fomulç  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité.  Si  on 
j  fait  oc  =  o  ,  auquel  cas  ^  c=  o ,  parce  que  j"  =  tang  je  ^ 
eUe  deviendra 

A'         A^         A7 
arc  (tang=A)  =  A ^^—^^ |.etc. 

ô  t)  n 

formule  due  à  Leibniiz ,  et  qui  sert  à  évaluer  les  arcs  en 
parties  du  rayon  (Algèbr.  ^  a*,  sect;). 

On  peut  encore^  par  le  même  principe ,  résoudre  la  question 
suivante  :  étant  donnée  la  valeur  de  7^  en  x  par  ^  i|érie 

j^  =  tfjT  4.  ix*  4.  cx^  +ea:4  ^  etc. 

trouver  celle  de  a:  en  j^,  ce  qui  est  le  problème  du  retour 

des  suites.  La  suite  proposée  revient  à 

■% 

^  «a  ,i»a.3  \*9t%o»i^ 


% 
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où  (^'*)»  (^**)7  «*Cm  *ûnt  ce  que  deviennent  les  coefKcîens 
différentiels  y*j  j-*,  j^", . . ,  lorsqu'on  fait  j:  =  o  ,  auquel  cas 
^  =  û  )  on  aura  donc  réciproquement 


1.2 


i«a.3 


dj: 


■(*'**)»  .(**'")•'•    ^tant  ce  que  deviennent  or'ss— -,  .  .  .  • 

a:*  =  -ï— p . . .  etc.  I  pour  j-  =  o,  et  conséqucmment   pour 
X  =  G.  Mais  à  cause  de 

(j^«>)=riao/,   etc, 

on  a  d'après  les  formules  (  pag.  82  et  85  ),  et  en  observant  ^*k 
(y*)  >  (jr*"*)*  •  •  correspondent  (x'^) ,  (  ;r^«  ) ,   etc.  ;i 


(^-)  =  -l,    (:r^o)^_^^ 


(jjWo)  ^  . 


126* -^6ca 


(«»▼•)=  — 


1 

ï  20  ^'  -tf- 1 2o«tc  ^—  24  a  V 


a7 


(x-)  = 


i68^.M"p-a52o^^*c-}>»y20g'^g4>36o<^c*^*T2eay 


a9 


etcj 


ces  tàTeurs ,  substituées  dans  le  développement  de  0;  suivant 
y  y  (donnent 

I  *    ,  ,  (2»«  — ea)  *       (5*3  — 5a*c  +  a*«)   , 

-i  : ^^^ ^ ^X   +  «C^> 


série  i^iiciproque  de  la  proposéot 
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Si  »  dans  la  «érie  proposée  y  on  suppose  j-  =  m  ,  et  qu'on 
cliange  b  en  —  b  ^  e  en  —  e ,  et  ainsi  de  deux  en  deux  termes  | 
cette  série  se  transformera  dans  Tëquatiou  , 

m  —  ax  +  bx*  —  cx\  +  ex^  — /x^  +  etc.  =  0, 

qui  aura  pour  l'une  de  ses  racines  |  t 

m     .    m^b  m^c     ,     m^e  m^f 

a  €?  aS  a^  a**       ' 

•1.  -.•'  -        +  —————  j»  eiCp 


5m<ô*  %\m^bc 

al  ô* 


+  _-- -5 h  etc. 


+  etc. 

racine  qui ,  comme  Vobserve  M.  Li9grange,  est  la  plus  petite  do 
tontes  celles  de  la  propQsêe, 

Le  poljrnome  dont  il  faut  trouver  le  retour,  est  ordinairement 
sous  la  forme  plus  générale 

j^  =  j4xi  +  Bx^-^^+  Cxf'^*''  +  JSx^'^^''+  etc., 

et  ^)lus  souvent  encore  ce  n'est  pas  la  variabU  *  elle-même ,, 

mais  tmc  {luissaace  quelconque  fie  cette  varjablft  » ,  telle  qut 

xP,  qu'il  s'agit  de  développer.  On  peut  ramener  ce  cas  au 

précédent*  '  • 

'      JL  ■ 

En  effet,  soit  x^  =  Uy  d'où  jc^  =  ii  '^  ,  et  la  série  deviendra. 

^z=zu'  {A  +  Bu  -^  Ca'  -^  £u^  -^  eic.\y^ 


ES  Lsçoirs 

qu'on  élève  de  pari  et  d'autre  à  la  puissance  —  >  on  trouTera 

9 


jr  1   z=:tt(ji  +Bu+  Cu*+  Eu^  +  etc.)  ^   ; 

et  comme  cette  dernière   puissance    prend   encore    la  forme 
A'  -^'B'W  +  Ou^  +  E'u^  +  etc. ,  on  aura 

yr 
X  ^  =A'h  +  B'u*  +  CV  4-  E'u^  +  etc.; 

Ir 

et  si  l'on  pose  j"f  =  f ,  on  trouvera  enfin . 

y  =  A'u  +  B'u^  +  Ou^  +  jE'w^  +  etc. 
Cette  suite  aura  pour  sërie  de  retour 

u  =  tf'  V  +  ^ V»  -|-  c'  »^  +  eV  +  etc.  j 

et  si  y  de  part  et  d'autre  ,  on  élève  à  la  puissance  —  ^    il 
viendra 

-^         A.  JL. 

w  SB  f"-  (a'  +  AV+  cV»  +  eV'  +  etc.)  *■  , 

cVst-à-dire , 

Or,  de  x^zsiu  '*  ^  on  déduit  jc;^=:ic  *•  j  d'ailleurs,  f  *■  =^  ^  } 
donc 

JîL*  ^P-f)^  (yn-arV  (;>4-SrV 

^'^  =  «r  ^  +  Çr    ^     +  yr    *     +  «j    ^     +  etc. 

suite  dans  laquelle  les  cocfficiens  a,S,  y^t,  etc. ,  sont  expi* 
mes  an  moyen  de  A ^  B j  C ,  E  ^  etc. ,  et  de  /,  ^,  r. 

Ces  principes  suffisent  pour  résoudre  les  questions  qui  cou* 
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teement  le  retour  des  séries.  Ceux  qui  désireront  plus  de  détails, 
pourront  consulter  la  Résolution  numérique  des  Equaticns  | 
par  Lagrange  f  et  l'excellent  ouvrage 'de  M.  Kramp ,  ayant 
pour  titre  :  Elémens  d arithmétique  unit^erselle  (chap.  XXIII ,\ 

Supposons  maintenant,  ainsi  qu'il  arrive  dans  la  mécanique  y, 
que  X  ei  jr  soient  fonctions  de  /,  qui  sera  la  variable  prin- 
cipale ou  indépendante  :  en  regardant  j*  comme  une  simple 
fonction  de  x  ,y  devient ,  par  le  changement  de  a:  en  a;  -|-  »  | 


P  .  i^ 


dy*  d*y* 

on  (j^j  =  -j^  y  (jr"  )  =  -j — ,  etc.  mais  x  étant  une  fonction 

QX  QX* 

de  /  ,  fonction  que  nous  représenterons  par  Ft,jr  sera  pareille- 
ment une  fonction  de  t,  que  nous  désignerons  par  ^/^  en  sorte 
que  si  i  et  k  sont  les  accroissemens  que  prennent  .x''  et  j^  ^ 
lorsque  t  prend  l'accroissement  h ,  on  aura  les  deux  dévelop- 
pemens 

1.2  1 •2*3 

K+i=F{t-^h)=x  +  x'h'^xn Ux^f «4- etc.. (3) 

j.a  1.2.3 

o^  y,  J^^y^  etc.,  dénotent  ^,  ^,  -^,   etc.  ,    et 

diir       d'jc        d^j? 
•r',  «//,  o:^'  ^A,  dénotent  -j- ,  -p-,    --—    etc.,    parce 

^'ici  /  est  la  variable  principale. 
D'après  les  deux  relations 
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l'accroissement  k  de  jr  est  dû  a  raccroîssement  i  je  x  ,  pro- 
venant de  i'accroissement  À  de  /j  et  d'après  cette  antre  relation 

jr  +  k=^  {t  +  h.) 

ce  même  accroissement  provient  de  Taecroissement  h  dé  t.  Donc 

ai  dans  (i)  on  cdril  pour  i  sa  valeur  x'A  +  «» ,  etc. ,  tirëe 

1.2  ' 

de  (3),  le  résultat  sera  ce  qae  devient  y,  lorsque  /  devient  /+A, 
c'est-à-dire ,  le  développement  (a).  On  a  donc  cette  identité 

J'+(r')(*'/i+*»il+etc.)  +^(*'A+*»il  H-etc.Y+  etc. 

A» 
— ^ + r 'A  -f J'*  — -  +  etc. 

de  laquelle  on  tire  ^  par  la  comparaison  des  mêmes  puissances 
4e  A,  ces  relations 

*'  (y  )  -  r,  *•  (r')  +  «"(jr») = r* , 

^"  (y)  +  3  (j^ff)x':t9  -h( J^O*''=.r'^  c^c* 

etc. 
Ijul  donnent 

(T  J jn >  «'<=• 

Si  l'on  suppose  que  i  soit  j^,  ce  qui  revient  à  regarder  je 
(Comme  variaUe  principale  y  alors  —p-  ou  y'  devient  — =-  ?=  i  ; 

ày        *  dV  • 

"TT-  =  J*  ==  o  I  -jy-  :=s:y"  =;  o ,  et  ainsi  des  autres  j  d'ailleurs 
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ix         Û3C  d'jp         à*x 

ic'rs  -p—  =  -5 —  ,  x^ss:  -5 —  =ï=  -3---,  etc.  •  et,  dans  ce  cas , 
d/    .      djr  '  d/*       '  dr 

I  a:^  3xff*         3c^ 

(y)=-^y  Cr')=-^,  (^")=-?r— ^>  '^- 

« 

résultats  trouvés  plus  faant,  en  observant  que  {y)y  (y*);  {y%t\/o 
redeviennent  jr' ,  y"  ,j^ ,  etc. 


/ 


ga 
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CHAPITRE    YIIL 

Théorie   générale   des  équations  dérivées  et  des 

constantes  arbitraires» 


Nous  avons  démontré  f  cbap.  VU)  que  toute  équation  entre 
deux  variables  x  et^',  par  laquelle  l'une  de  ces  variables  est  fonction 
de   l'autre  y   subsiste   égaKnient   en  prenant  les    difiércntielles 
successives  sur  dx ,  dx'  ^  etc. ,  on  sur  Ay ,  èy^ ,  etc. ,  suivant  que 
y  est  regarde  comme  fonclion  de  x,  ou  x  comme  fonction  de 
y*  Ces  é<juations ,   que  nous  nommerons  désormais  équùliona 
dérivées  j  ayant   lieu  en  même   tems  que  Téquation  donnée  ^ 
que   nous  nommerons  équation  primitive  j  il  s'ensuit  qu'une 
combinaison  quelconque  de  ces  différentes  équations,  aura  lieu, 
aussi  ;  donc ,  comme  les  constantes  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion primitive ,  restent  les  mêmes  dans  les  équations  dérivées 
successives,  on  pourra  toujours,  par  le  moyen  dexes  équations 
dérivées,  éliminer  autant  de  constantes  de  Péquation  primitive 
qu'on  aura  dVquatiuns  dérivées  :  l'équation  résultante  de  celte 
élimination  sera  une  équation  de  même  ordre  qué'la  plus  haute 
des  équations  dérivées ,  laquelle  sera  vraie  en  même  tems.  que 
l'équation  priniitivÇy  et  pourra  ,  par  conséquent ,  en  tenir  lieu; 
elle  renfermera  autant  de  constantes  de  moins  que  l'exposant 
de  son  ordre  contiendra  d*unités. 

^insî  j  l'équation  primitive  couibînée  avec  les  équations 
dérivées  première  et  seconde ,  donnera  une  équation  du  ^cond 
ordre  ,  renfermant  deux  constantes  de  moins  que  l'équation 
primitive,  et  ainsi  de  suite. 

On  ne  peut  parvenir  que  d'une  seule  manière  k  Péquatioa 
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du  premier  ordre  qui  résulte  de  Tëquatioa  primitive  et  de  soa 
ëqaatioii  dérivée  immédiate ,  par  réiimination  d'une  constante 
donnée }  mais  on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentet 
à  Téquation  du  second  ordre,  déduite  de  la  primitive  et  de 
fes  deux  premières  dérivées ,  par  l'élimination  de  deux  cons-  . 
tantes  données  ^  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu  à  des 
conséquences   importantes  relatives  à  ce  genre  d'équations. 

Au  Heu  d'éliminer  à-la-fois  les  deux  constantes  par  le  moyen 
des  trois  équations  dont  il  s*agit,  on  peut  n'éliminer  d'abord 
que  l'une  ou  l'autre  de  ces  constantes ,  à  l'aide  de  l'équatioa 
primitive  et  de  sa  dérivée  première  ;  on  aura  ainsi  deux  équa;. 
lions  dérivées  différentes  du  premier  ordre ,  dont  l'une  ne  con- 
tiendra que  l'une  des  constantes  ^  et  Tautre  ne  contiendra  que 
l'autre  constante.  Maintenant,  en  combinant  chacune  de  ces 
dernières  équations. .avec  sa  dérivée,  on  pourra  ausri  en  éli* 
miner  la  constante  qui  y  était  restée,  et  on  aura  deux  équa^ 
lions   du   second  Ordre   sans    les   deux   constantes  ^   lesquelles 
devront  être  équivalentes  entre  elles ,  en  même  tems  qu'elles 
seront  aussi  les  mêmes  que  la  dérivée  du  second   ordre ,  qui 
résulté    de    réiimination    simultanée    des   deux   constantes  au 
mojren  des  deux  dérivées  immédiates. 

£n  efTet ,  chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  doT 

coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la  variable,  qu'on 

regarde  comme  fonction  de  l'autre ,  valeur  qui  sera  exprimée 

psir  le  coefficient  différentiel   du   premier  ordre  de  la   même 

variable  ,   el  par   les   deux  variables   mêmes  ,   sans  deux   des 

constantes  qui  entrent  dans  Téquation  primitive^  et  il  est  facile 

de  se  convaincre  que  cette  valeur  est  unique  et  déterminée  ^ 

de  quelque  manière  qu'on  y  parvienne  ,  puisque  les  fonctions 

dérivées  sont  uniques  et  déterminées,  et  que  les  résultats  da 

réiimination  sont  aussi' toujours  déterminés* 

On  doit  conclure  de  là  qu^une  équation  du  second  ordre 
peut  4Cre  dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier 
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ordre;  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  de  plus, 
et  que  ces  équations  seront  |  par  conséquent ,  deux  équations 
primitives  de  la  même  équation  du  second  ordre,  mais  prî- 
niitives  du  premier  ordre ,  pour  les  distinguer  de  Péqvatioa 
primitive  absolue,  d'oii  celles-ci  sont  censées  dérivées* 

Enfin  y  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieors 
au  second  ,  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  iut 
celles  de  cet  ordre ^  et  on  en  conclura,  de  la  même  manière, 
qu'une  équation  du  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  trois 
équations  différentes  du  second  ordre,  et  qu'alots  elle  peut 
avoir  trois  équations  primitives  de  cet  ordre,  ayant  chacune 
nne  constante  arbitraire  de  moins,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  par  quelques 
exemples. 

Soit  l'équation  du  premier  degré 

en  regardant  y  comme  fonction  de  x^  on  en  déduira 

£n  éliminant  a,  au  moyen  de  ces  deux  équations ,  on  obtiendra 
l'équation  du  premier  ordre 

dr 

dont  Péquation  primitive  sera  jr-^ax+b  =  o,a  étant  Fa 
constante  arbitraire. 

SI  la  constante  B  dépendait  de  a,  et  qu'on  eût ,  par  exemple , 
b=za*  j  alors  en  éliminant  a ,   c'est-à-dire ,   en   substituant 

d^*  .  ,       ^  • 

**  "S"*  P®**^  «;  on  aurait  l'équation  du  premier  ordre 
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et  rëqnatioii  primitive  de  cellç-ci  serait  < 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Supposons  à  =  cV^i  +  a»,  on  aura  l'équation  du  premier 
ordre  . 

dont  Tëquation  primitive  sera 

ou  a  est  la  constante  arbitraire  ^  puisqu'elle  ne  se  trouve  pas 
dans  la  dérivée  du  premier  ordre. 
Soit  encore  l'équation 

x'  —  2  o^  —  a'  -^  ô  t=  o , 
sa  dérivée  sera 

X  —  a  -r-=  o, 
ûx 

"s. 

équation  do  premier  ordre  qui  ne  renferme  plus  6  t  et  dont 
la  proposée  est  l'équation  primitive  |  b  étant  la  constante 
arbitraire. 

Mais  si  l'on  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a  ,  alors 

il  faut  éliminer  a\  or,  la  dérivée  donne  a  =  — x — >  donc 

•  ■  4r. 

dx 
substituant  cette  valeur  dans  la  proposée ,  elle  donnera 

2  xr             X*  j 

x^ -j^ T 6=0, 

dr       /  drv 


X  Leçons 

oa  bien 

d'où  l'on  tire 

équation  du  premier  ordre ^  dont  la  primitive,  qui  est  la  pro- 
posée y  aura  pour  constante  arbitraire ,  la^  quantité  a, 
\    Si  Ton   voulait  éliminer  à-la- fois  les  constantes  a  ei  b  ^  il 
faudrait  employer  la  dérivée  seconde  ^  ainsi  y  puisqu'on  a  déjà 
trouvé  la  dérivée  du  premier  ordre 

où  b  ne  se  trouve  plus  j  il  n'j  aura  qu'à  former  l'équation 
dérivée  de  celle-ci  ,  laquelle  sera 

'  1  —  a  -y^—  =  o ,    d  ou    a 


do:»  d'y 

dar* 

et  cette  valeur  ;  substituée  dans  la  précédente  ;  donnera 


d^         df 
àx*         àx 


équation  du  second  ordre,  dont  la  proposée  sera  la  primitive 
absolue  ;  a  et  ^  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  parviendrait  à  la  même  équation,  en  faisant  disparaître 
b  de  l'équation  du  premier  ordre 


^y 


V/x*+^»  —  A  — j- -^  _  a:  =  o, 


dx   '  '  ^  ^    dx 

trouvée  plus  haut^  car  en  prenant  la  dérivée;  on  aura 
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€n  ëlîminant  b  aa  moyen  de  la  précédente  |  il  viendra 


57 +te>)-^l^"V"db>)""^"^^'. 


dx 

dy 
dx 


c'est-à-dire;  comme  on  l'a  trouvé  plus  haut, 


dx'  dv       dr 

»    ,      -.  — leso.     on    jr-~^  — -5^  = 

d^  djp»         dx 


dx 

On  vcà||  aussi  que  celte  même  équation  du  second  ordre  a 
deux  équation^  priaiitives  ou  deux  intégrales  du  premier  ordre  > 
qui  sont  * 

ou  a  et  b  sont  les  deux  constantes  arbitraires;  et  ces  deux 

1      dr 
équations  y  par  l'élimination  du  ^j—9  conduisent  à  cette  équa* 

tion  primitive  absolue 


qui  se  réduit  à 

en  £usant  disparaître  le  radical ,  on  retrouve 


^^ 


7 


-J 
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qui  est  la  proposée. 

En  climinant  ainsi  les  constatrtes  qu^on  veut  faire  disparalti%| 
on  tombe  sourent,  comme  on  le  voit,  sur  des  équations  oà 
le  plus  haut  coefficient  différentiel  est  élevé  à  des  puissances  ; 
et  il  faut  alors  recourir  à  la  résolution. 

On  peut  cependant  parvenif  directement  à  une  équation  dé- 
rivée oii  le  plus  haut  coefficient  différentiel  ne  se  trouve  qu'au 
premier  degré.   Pour  cela  ,  il  n'y  a  qu'à  préparer  Téqualion 
primitive  de  manière  que  la  constante  arbitraire  qu'on   veut 
faire  disparaître,  s'en  aille  d'elle-même  par  la  différentiation , 
ce  qui  arrive  lorsque  cette  constante  est  isolée ,  ou  lorsqu'elle 
forme  seule  un  des  membres  de  l'équation  ;  car  alors  la  dififé- 
rentielle  de  cette  constante  ;  étant  nulle ,  l'équation  dérivée  se 
trouvera  délivrée  de  cette  constante,  et  le  plus  haut  coefficient 
différentiel  y   sera  nécessairement  à  la  première  d|^nsion^ 
car  lorsqu'on  différentie  une  équation  entre  plusieurs  variables , 
dont  chacune  est  fonction  d'une  même  variable  y  chaque  va- 
riable ne  peut  donner  que  des  termes  midtipliés  par  le  coeffi- 
cient différentiel  de  la   même  variable  (chap.  Y).   Or,  il  est 
évident  que  cette   préparation  n'exige  que  la  résolution  de  la 
proposée  ,  par  happort  à  la  constante  qu'on  veut  éliminer , 
considérée  comme  inconnue.  Ainsi ^  on  peut  obtenir,  par  ce 
moyen ,  le  résultat  qu'on  aui^ait  par  la  résolution  de  l'équation 
dérivée  ^  par  rapport  au   coefficient  différentiel  de  Tordre  le 
plus  élevé. 

Dans  le  second  exemple  ^  oii  l'équation  primitive  était 

^  +  ax  -f  a»  =  o , 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée 


^-^d« 


<&-'^ 
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laquelle  donne  ^  par  la  résolution, 

Mais  en  résolvant  d'abord  l'équation  y  par  rapport  à  la  cons^ 
tante  a^  on  trouve 

qiû  a  pour  dérivée 

X  ^—  st  ■ 

do; 

V^*»  — 4y  ' 

savoir  ,   en  multipliant  par  ^ x^  —  é^j , 

4r      .y 

équation  qui  coïncide  avec  la  précédente ,. à  cause  de  Tambi-^ 
guitc  du  signe  du  radical. 

On  peut  de  la  même  manière  faire  disparaître  successif enïent 
plusieurs  constantes  y  en  préparant  toujours  l'équation  de  ma- 
nière  que  la  constante  à  éliminer  soit  dégagée  des  variables* 

Ainsi  y  l'équation .  primitive 

a:*  —  2  o^  -^  a*  —  6  s£  o  I 

contenant  la  constante  h  isolée  ^  donne  tout  de  suite  l'équation 
au  premier  ordre  sans  i>  y 

dr 
jt— a-^^=o: 

d4C  ' 

«nsoitei  en  dégageant  a  ,  on  a 

X 


d:r 


d'où  on  déduit  y  en  diffërentiant  de  part  et  d'autre  et  appliqaanf 
la  régie  de  la  difïérenliatioa  des  fractions  , 

I  dx*  dr  d*r 


o 


dy         /  ^y  \*  <**         ^* 

dJ         V'SJ/ 

comme  plus  haut. 

£n   commençant    l'élimination   par  la   constante   a  ^   no» 
avons  trouvé  l'équation  dérivée  du  premier  ordre 


EL      (^\ 

dx  \dx/ 

Comme  la  constante  b  est  dégagée  des  variables ,  il  n'y  a 
qu'à  prendre  la  dérivée  pour  avoir  de  suite  celle  du  second 
«rdre  sans  a  ni  £r  :  on  trouve  ainsi 

V  "^  dx"  X  '      .  dar* 


<tr         ("^Y    T— Y        T— Y 

dx  \dx/         \dx/  \dx/ 

équation  qui  se  réduit  à  cette  forme 

4y  i     \  ^      (ÈLY  >  =<>• 

dx  J        l    dx  Vdxy    } 

Comme  le  second  facteur  ne  renferme  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  premier  ordre ,  il  ne  peut  donner  une  équation  du 

second  ordre  ;  ainsi  y  c^est  Pautre  facteur  ■  -^  i    qu'il 

dx' 
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faut  employer  y  et  l'oii  a 

d'y        djr  _, 

comme  ci-deisus. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  les  équations 
dëriyées  se  forment  des  <§quations  primitives  par  l'évanouisse- 
ment des  constantes.  On  voit  que  pour  une  équation  primitive 
donnée  ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  une  équation  dé- 
rivée qui  renferme  autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y  aura 
d'unités  dans  l'ordre  de  cette  équation  dérivée  ,  et ,  que  de 
quelque  manière  qu'on  parvienne  à  cette  équation ,  et  sous 
quelque  forme  qu'elle  se  présente  ,  elle  sera  toujours  essen- 
tiellement la  même. 

Puisque  dans  les  équations  à  deux  variables,  une  équation 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que 
l'équation  primitive ,  une  équation  du  second  ordre  peut  ren- 
fermer deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive ,  et 
ainsi  de  suite*,  il  s'eu«mt  réciproquement  que  l'équation  primitive, 
ou  l'intégrale ,  peut  contenir  une  constante  de  plus  que  la  dérivée 
du  premier  ordre  ^  deux  constantes  de  plus  que  la  dérivée  du 
second  ordre ,  et  ainsi  de  suite;  constantes  qui  sont>  par  con- 
séquent ,  arbitraires }  et  on  voit ,  en  même  tems ,  qu'elles  ne 
pourraient  en  contenir  un  plus  grand  nombre  y  puisqu'on  ne 
poniTait  les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équations 
dérivées. 

On  peut  encore  donner  de  cette  proposition,  une  démons- 
tration directe  y  tirée  de  l'expression  générale  d€  la  fonction 
primitive. 

Nons  avons  démontré  (pag.  ai  ]  que^  étant  une  fonction 
quelconque  de  jt,  si  ou  dénote  par  ^*,  j''*,^"'*»  «te.  ^  les  valeurs 
correspondantes  à  a:=o>  de^  et  de  ses  cocfficiens  différentiels- 

d^*       d'r       dV  .   I .  •      ' 

-7—,     ^"^    y  -rr- j  etc.,  que  nous  avons  souvent  désignes  par 
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y^j^'  9  y*" 9  etc*;  on  avait  ,   en  supprimant  les  parenthèses, 
celle  série 

connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaurin, 

Maintenant  j  si  la  valeur  de  y  est  donnée  par  une  équation 
du  premier  ordre  entre  x  y  y  tX  y^j  on  en  déduira  la  valeur 
de  ^  en  a;  et  ^  ;  de  l'équation  du  premier  ordre ,  on  en  con- 
clura une  du  second  en  ^^y^y^y^»  qui  donnera  j^*  en  a:, 
y  et  y  y  ou  seulement  en  a;  et  ^  ^  de  l'équation  du  second 
ordre,  ou  en  conclura  une  troiMcme  en  x ^  y ^  y' ^  y^^  y^ 
qui  fera  connaître  y  en  x ^  y  j  y*  et  j-",  ou  en  a: ,  ^,  et 
ainsi  de  suite.  Or ,  en  faisant  x  :=o  y  y  deviendra  y  j  les 
coefficiens  différentiels^', j^'',j^'",  etc.,  qui  sont  des  fonctions 
de  a:  et^,  deviendront ^®,  j"'^**,  j"'*',  etc.;  et  on  aura  les 
valeurs  de  y'^y  y^'^y  etc.  ^  exprimées  en  y ,  qui  sera  la  cons- 
tante arbitraire  de  Téquation  primitive  absolue  de  la  dérivée 
du  premier  ordrct  ' 

De  n^éme  si  on  n'a  y  pour  la  détermination  de  y ,  qu'une 
équation  dérivée  «du  second  ordre  en  x  y  y  y  y  yy^,  on  en 
«léduira  successivemeiit   des   équations  des  ordres  supérieurs , 

«^  ^»:K,:r''7  JfSy*  «»  ^^y^  fy  y^^jy*^'>y\  «t  ainsi  de 
suite  \  et  par  les  substitution^  successives  des  valeurs  de  y^% 
y"' y  etc» ,  données  par  les  équations  précédentes  ,  oi\  aura  y 
en  dernière  analyse ,  jr",  y"',  etc.  en  Xyyyy'y  de  sorte  qu'en 
faisant  :p  =  o,  on  aura  les  valeurs  de  jr^, y,  etc.  en  y^y^f 
ces  deux  quantités  restant  indéte^inées  )  en  sorte  que  \a^  fonc-r 
tion  primitive  absolue  ^  ou  l'équation  en  a;  et  j*,  de  laquelle 
on  déduit  la  dérivée  du  second  ordre  |  contiendra  deux  cons- 
tantes arbitraires  ;  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  général ,  l'expression  de  j*  en  a:  renfermera  autant 
de  constantes  indéterminées  qu'il  y  aura  d 'unités  dans  l'exposOiPt 
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Ae  l'ordre  de  réquation  qui  dcUTmioe  la  fonction  j^;  et  quofque 
celte  coaciusioQ  soit  fbndéo  sur  la  théorie  des  séries  ,  il  n'est 
pas  difficile  de  se  convaincre  qu'elle  doit  avoir  lieu  générale- 
ment,  quelle  que  soit  l'expression  dq  j*,  puisqu'on  peut  tou- 
jours regarder  une  expression  en  série  comme  le  développement 
d'une  expression  finie». 

Dans  Tanaljse   précédente  y   les  constantes  arbitraires  son! 
toujours  les  valeurs  de  T ^y* ^y^j  etc.,  qui  répondent  à  jc=o^ 
tandis  que  si   on  envisage  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut, 
les  équations  dérivées  comme  le  résultat  de  l'élimination  des 
constantes,  ces  constantes  peuvent  être  quelcoûqnes)  mais  il 
est   toujours  facile  de  les   réduire  les   unes  aux  autres  \   car 
quelles  que  soient  les  constantes  qui  entrent  dans  ^expression 
de  jr^   si   on    déduit   de   celte 'expression   celles    de  j^,  j^'', 
y^'^y  etc.  y  et  qu''ensuite  on  fasse  a:  =  o ,  ce  qui  changera  les 
valeurs  de  y  y  x\  T^y  **c«  ®^  J^;  T'^f  y^^^  j  etc.,  on  pourra 
toujours  j  en  prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'4l  y  a  de  cons- 
tantes arbitraires,  déterminer  celles-ci  en  j<»,  j^'**,  ^**»,  etc., 
et  les  substituer  ensuite  dans  l'expression  générale  de  j^.  Or, 
quelle  que  puisse  être  la  forme  générale  de  cette  expression, 
QU   de  l'équation  d'où   elle  dépend  ,  à  raison  des  différentes 
constantes  qui  y  serftit  contenues,  il  est  visible  que  lorsque 
ces  constantes  seront  évaluées  tn  y^^y^^j  x^^}  ®*^*>  ^®**^  forme 
deviendra    néçessairemeqt  la  màme   pour   la  même  équation 
dérivée. 

On  peut  donc  conclure  ^  en  général ,  que  si  on  a  une  équation 
dérivée  d'un  ordre  quelconque  entre  ar,  /,  T^^y^y  etc.,  et  que 
l'on  trouve ,  de  quelque  manière  que  ce  soit ,  une  équation 
entre  x  ti  y ,  qui  y  sa tib fasse ,  et  qui  renferme  autant  do 
constantes  arbitraires  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l'exposant  de 
l'ordre  de  l'équation  dérivée ,  cette  équation  sera  l'équation 
primitive  de  la  proposée  ,  avec  toute  la  généralité  dont  elU 
est   susceptible  ,    de  sorte   qu'elle    renfermera  nécessairement  • 


»  "- 


104  Leçons 

toute  autre  ëqualion  qui,  avec  autant  de  constantes  arbitraires, 
pourrait  aussi  satisfaire  à  la  même  équation  dérivée. 

On  voit  par  là  que  les  constantes  arbitraires  forment  la 
liaison  entre  les  équations  printiitives  et  les  équations  dérivées. 
Celles-ci  sont,  par  leur  nature ^  plus  générales  que  les  équations 
d'où  elles  dérivent  |  à  raison  des  constantes  qui  ont  disparu 
on  qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalent  a  toutes  les 
équations  primitives  qui  ne  différeraient  que  par  les  valeurs 
particulières  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d'une  équation  primitive  à 
une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque  ^  et  revenir  de  celle- 
ci  à  une  neuvelle  équation  primitive  j  pourvu  que  cette  der« 
mère  opération  ,  qu'on  appelle  intégration  y  y  introduise  le 
nombre  requis  de  constantes  arbitraires  :  alors  ;  cette  dernière 
équation  renfermera  la  première  ;  et  lui  deviendra  équivalente 
en  déterminant  convenablement  ses  constantes  arbitraires. 

Comme  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second  ordre  peut 
provenir  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre  ^  ren- 
fermant chacune  une  constante  arbitraire;  qu'une  équation  du 
troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équations 
différentes  du  second  ^  et  ainsi  de  sui|§;  il  est  naturel  d'en 
conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équation  du  second 
ordre  aura  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ^  chacune 
avec  une  constante  arbitraire  ,  et  ainsi  de  suite.  Mais  nous 
pouvons  démontrer  aussi  cette  proposition  d'une  manière 
directe  y  par  une  analyse  semblable  à  celle,  que  nous  avons 
employée  ci-dessus. 

Reprenons  la  formule  générale  de   Tabler 
/(x+0=A+^-5^+777~i^+etc. 
et  faisons  i  = .-.  ;ir  ^  alors  f{x  +  *)  deviendra  /{x  —  s). 
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c'eçt-à-i-dirc  ^  égale  à  la  valeur  de  fx  ou  de  /• ,  lorsqu'on  jr 
fa]tx=:  0;  valeur  que  nous  avons  df?signée  plus  haut  par  ^* 
Ainsi  on  aura  en  représentancyâ:  par^ 

r»  =  jr  _  xy  +  ~jll  —  -— -î-y"  +  etc. 

1 «2  I •S.D 

Si  on   difîérentie  \ts  deux  membres   de  Tidentitë  générale 
par  rapport  à  o:^  on  aura  celle-ci 

I>onCy  faisant  de  nouveau  «'  =  — ar^  ce  qui  donnera.'.  .  .  • 

à  gx  +  i)         i.f{x~x\  ,,  ,  „  , 

. = j '=y  f  en  observant  quey(j: — or) 

n'est  autre  chose  quej^  en  y  faisant  j:  =  o,  et  qu'ainsi.... 

d  f(x  —  x)    ^  dy 
j iTest  que  -r —  ou^',  en  y  faisant  aussi  xt=zo^ 


on  aura 


y  =y-xy»  +  —y  -  — ^y  +  etc. 

1.2  i.2«;> 

On  trouvera  de  la  même  manière 

yiio  _^flr  _  :jcfif  +  -^^' =- J-'  +  etc. 

l»2-  1.2.5 

Cela  posé  ,  si  la  fonction  y  est  donnée  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre ,  on  en  déduira  les  valeurs  4e  j'',^^,y%etc. ,  toutes 
données  en  x  ti  y ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  :  si  on  les 
sabstitue  dans  la  formule 

x^  x^ 

on  anra  nae  équation  entre  x^  y  et  la  constante  arbitraire  ^<*» 
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Si  j^  est  donnée  par  une  équation  du  second  ordre,  on  «tira 
7^9  /'">  T'^>  etc.,  données  en  x  ^  y^  y'j  donc,  siibstiluant 
ces  valeurs  dans  les  deux  formules 

< 

y* —y — a-i»^  +  -^y  — ^-^y^  +  «te. 

on  aura  deux  équations  en  x^y^jr^,  ayant  chacune  une  des 
con^ntes  arbitraires  7^,  j^'*,  lesquelles  seront  également  deux 
équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  du  secon4 

ordre,  et  ainsi  de  suite. 

* 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries  ,  les  conclusions 
qu'on  peut  en  tirer  relativement  à  la  nature  des  équations  pri- 
mitives ,  n'en  sont  pas  moins  exactes  ;  et  il  eit  visible ,  par 
la  forme  même  de  ces  équations,  qu'elles  sont  essentiellement 
dilTérentes ,  et  qu^il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal  à 
celui  de  l'ordre  de  l'équation  donnée.  ^ 

On  en  conclura  donc  aussi  que  si ,  pour  une  équation  da 
second  ordre ,  on  trouve  ,  d'une  manière  quelconque ,  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent,  et 
qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire ,  on  aura  les 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  , 
et  toute  autre  équation  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec 
une  constante  aibitrairei  sera  nécessairement  renfermée  dans 
colles-ci. 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues ,  on  pourra 
toujours  en  déduire  l'équation  primitive  absolue ,  en  éliini- 
liant ,  par  leur  moyen ,  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  qu'elles  contiennent ,  et  qui  est  le  mciiie  dans  les  deux 
équations.  L'équation  résultante  ne  contenant  plus  de  coeil&^ 


De  Calcul  diffIremtiel*  107 

ciens  di/Fërentiels -,  sera  la  primitive  absolue  de  la  dérivée 
du  second  ordre  ^  et  comme  les  deux  constantes  arbitraires 
<]ui  entraient  dans  les  deux  dérivées  du  premier  ordre,  se 
trouveront  dans  cette  équation  y  elle  aura  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible. 

Donc  y  ayant  nne  équation  du  second  ordre  ^  on  aura  éga- 
lement son  équation  primitive  absolue  ^  soit  qu'on  trouve 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  variables  ;  qui 
y  satisfasse,  et  qui  renferme  en  même  tems  deux  constantes 
arbitraires  ^  soit  qu^on  trouve  séparément  deux  équations  du 
premier  ordre  qui  y  satisfassent  chacune  en  particulier ,  et 
qui   reoferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Tune  de  ces  équations  du  premier  ordre  ne  con^^ 
tenait  point  de  constante  arbitraire  y  alors  l'équatioii  primitive 
qu'on  en  déduirait  9  ne  contenant  qu'une  seule  constante 
arbitraire  ^  n'aurait  pas  toute  la  généralité  qu'elle  peut  avoir  y 
inais^lle  satisferait  toujours  à  Téquation  du  second  ordre 
d'où  on  l'aurait  tirée  y  en  même  tems  '  qu'elle  satisfera  aux 
deux  du  premier  ordre. 

Il  suit  encore  de  .là  que  si  on  a  une  équation  du  premier 
ordre  9  et  qu'on  en  déduise  »  d'une  manière  quelconque  ;  une 
équation  du  second  ordre,  soit  *en  éliminant  une  constante 
ou  non  y  qu'ensuite  on  passe  de  celle-ci  à  une  autre  équation 
primitive  du  premier  ordre ,  avec  une  constante  arbitraire  y 
on  pourra ,  par  l'élimination  du  coeflicient  différentiel  qui  se 
trouve  dans  lés  doux  équations  du  premier  ordre  ,  obtenir 
une  équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbi- 
traire, qui  sera,  par  conséquent ^  l'équation  primitive  absolue 
de  la  proposée  du  premier  ordre. 

£n  général ,  si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passe 
par  des  différentiations  successives  à  une  équation  d'un 
ordre  supérieur  y  et:  $i  on  trouve  |  d'une  manière  quelconque  j 
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une  équation  primitive  de  celle-ci  d'un  ordre  immédiatement 
inférieur  avec  une  constante  arbitraire  ^   on  pourra  toujours  , 
par  l'élimination  successive  des  coefficiens  différentiels^  parvenir 
à  une  équation  entre  les  deux  variables  a:  et  ^ ,  et  une  cons- 
tante ,  qui  sera  la  primitive  absolue  de  la  proposée.  En  effet  , 
si  d'une  équation  du  premier  ordre  ^  que  nous  représenterons  par 
(Xyyyj^')^=0|On  a  tiré  par  la  différentiation  les  suivantes 
(^>:K,  y^y  )  =  0;  {^>y>y  if  y  j'")=o^  et  Si  l'on 
a  pu  découvrir  une  primitive  de  cette  dernière  qui  soit.  •  .  . 
(x,  Y ^y ^y** ya)'=.  o;  alors  en  éliminant ^'  entre  celle-ci  et 
(  ^'^r^y»  r")  =o  ^  puîsy  entre  le  résultat,  et  (  x,^,y  )=o, 
on  aura  la  primitive  absolue  de  la  proposée  avec  la  constante  tf • 

£nfin  y  on  peut  étendre  auv  équations  des  ordres  supérieurs 
an  second^  y  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à 
celles  de  cet  ordre ^  et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 

Pour  completter  cette  doctrine  des  constantes  arbitraires  in- 
troduites par  l'intégration  ,  nous  démontrerons  que  si  Fx  et  Jx 
sont  deux  fonctions  primitives  ou  deux  intégrales  d'un  même 
ordre  de  fx  ,  elles  ne  pourront  différer  l'une  de  Tautre  que 
par  une  constante:  qaej^  soit^  par  exemple,  un  coefficient, 
différentiel  du  premier  ordre,  on  aura,  par  hypothèse, 

d .  Fx  _  d ,  (Djc  _ 


donc ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  successives  ^  on  aura 
aussi  "  \ 


dx»     "^      do?     '        djr^  djc*      ' 

cl  pareillement 

t 

d*.^a?     •    à.fx        d'.^a:  d'.yîr 


etc. 
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Considérons  maintenant  les  fonctions  F{x-i-  i)  ,  (p(^x  +  i)  z 
on  sait  que  ^ 

dfF'x 
développement  qui ,  par  la  substitution  des  valeurs  de 


dT"» 


.  etc.,  dcYient 


do:' 


î*      d.^  i'      d'./r 

«t  de  même 

^("+*^=*^+'^*+7T-dr-  +  Trj-d:?- 

Retranchant  l'une  de  Taotre  ces  deux  identités  ,  il  restera 

jP(jc  +  ')"^9(*+  0  =  Fx  — ^, 

Comme  cette  identité  doit  avoir  lieu  ^  quels  que  soient  x  et 
t',  cl  que  le  premier  membre  est  une  fonction"  de  i  +  »,  et 
le  second  une  pareille  fonction  de  x,  il  faut  quç  Fx  —  ^x 
soit  une  fonction  telle  qu'elle  reste  égale  à  elle-même  ^  lors- 
qu'on change  x  en  x  -^  i,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins 
que  cette  fonction  ne  soit  indépendante  de  o;  :  bn  aura  donc 

•     Frt?  f—  ^x  =  Âr ,     d'oh    Fx  =r  ^x  +  *  > 

A  étant  une  constante.  Donc ,  %i  -^x  est  une  fonction  primitive 
ou  une  intégrale  de  fx ,  toute  autre  fonction  primitive  Fx 
de  Jx  ne  pourra  différer  de  <px  que  par  une  constante. 

d''y* 
Ainsi  j  ia  fonction  donnée  en  x  étant  -r^  ^=^fx ,  si  l'on 
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en  a  déduit  dVne  manière  quelcofique  -^r —y  en  y  aï  ou-' 

tant  une  constante  arbitraire,  on  aura  la  primitive  complelte 
immédiate  de  la  proposée*  ^ 

Ainsi)  du  coefficient  diflérentiei  du  troisième  ordre 

on  conclut  celui  du  second 

d»r        ,aX^ 

b  étant  la  constante  )  en  sorte  que  l'intégrale  de  dy==:ajt*da;^ 
est 

dV  c=:  -p-  a^^do:  +  bàx4 
5 

De  (a)  on  repasse  au  coefficient  différentiel  du  premier  ordrfe 

c  étant  nne  autre  constante;  d*où  on  conclut  l'intégrale  seconde 

^r  =  -J-T-  ^^  +  bxAx  ^  càx  ; 
enfin,  de  (5)  on  tire 

fonction  en  x,  la  plus  générale  de  toutes  celles  qui  condmscnt 
^  "jP"  =  ^^>  parce  qu'elle  renferme  trois  constantes   b^c^f. 

Ce  chapitre  est  tiré,  à  quelques  légers  dételoppemens  près, 
du  Calcul  des  fonctions  de  M.  Lagrange  9  nous  le  terminerons 
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par^  la  question  suivante  extraite  de  la  Correspondance  sur 
r Ecole  Polytechnique  ,  n*.  ii.  Jany*  i8io» 

LVquation  générale  des  lignes  dn  second  degré,  peut  être  mise 

sous  la  forme 

jfj''  +  a Bxy  +  Car*  +  2P^+a£:x+i  =  o....,  {M) 

• 

et  elle  contient  alors  les  cinq  constantes  A^  B ,  C^  D,  E>  Si 
l'on  difFérentie  cette  équation  cinq  fois  de  suite ,  on  aura  cinq 
nouvelles  équations ,  entre  lesquelles  et  {M)  on  peut  éliminer 
les  cinq  constantes.  Si  Ton  pose 

dx  ~^^     dx  ~  dx*  ~^\    dx~  dx^  ~    ' 
dr         dfy  ds  d^ 

on  trouve  y  pour  équation  générale  délivrée  des  cinq  constantes  y 

9  <jf*i  —  45  <jfr*  +  4<>  '^  =  o (^) 

Cette  équation  appartient  a  toutes  les  courbes  du  second  degré  ^ 
et  les  exprime  toutes^  quelles  que  puissent  être  les  cinq  cons- 
tantes. 

Cela  posé  1  soit  proposée  une  équation  différentielle  ordi** 
naire  p  qui  n'excède  pas  le  quatrième  ordre  ^  il  est  facile  de 
reconnaître  si  elle  appartient  à  une  courbe  du  premier  ordre  : 
pour  cela^  il  suffit  de  différentier  successivement  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  parvenu  à  une  équation  différentielle  du  cinquième 
ordre,  et  de  s'assurer  si  la  proposée  y  au  moyen  de  ses  dérivée^^ 
satisfait  à  l'équation  générale  (N).  Si  cela  a  lieu ,  la  proposée 
appartient ,  en  effet  ^  à  une  courbe  du  second  degré ,  et  son 
intégrale  ou  sa  primitive  complette ,  est  l'équation  (M) ,  dan« 
laquelle  il  y  a  autant  de  constantes  de  tropy  qn'il  a  £dlu  dif- 
férentier de  fois  pour  arriver  à  la  dérivée  do  cinquième  ordre  ) 
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il  faut  donc  déterminer  les  constantes  sarnumëraîres  de  te11« 
manière  que  l'intégrale  n'ait  que  la  gcncralilé  nécessaire.  A  cet 
effet  y  il  faudra  différentier  l'intégrale  obtenue ,  jusqu*à  ce 
qu'on  soit  parvenu  à  l'ordre  de  la  proposée  \  ensuite  ^  au 
niojren  de  ces  difFérentielles  successives  ^  éliminer  de  .la  pro- 
posée toutes  les  quantités  p  y  q  ^  r,  etc.  :  il  ne  restera  pîus 
qu'une  équation  en  x,  j^,  ^,  J9,  C,  Z> ,  J? ,  et  il  faudra 
trouver  ^  entre  les  cinq  constantes  |  les  relations  qui  satisferont 
à  cette  équation. 

Soit;  par  exemple  y  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

(i  +p-)r  =  5p?*. •...(!) 

en  différentiant  deux  foi$  de  suite  ^  on  a 

(i+p«)V=    3^5   (1+5;;») (2) 

{i+p^ft=i5pq^{?,+  Tp-) (3) 

La  substitution  dans  '{N)  des  valeurs  de  r^  s  j  t,  tirées  de  ces 
trois  équations  y  satisfait  à  {N) }  donc  l'intégrale  de  (i)  est 
de  la  forme 

^j»  +  a  Bxy  +  Car»  +  2  Z)y  +  2  £'x  +  1  ==  o. 

Mais  cette  équation  contient  deux  constantes  de  trop ,  puisque 
l'intégrale  d^une  équation  différentielle  du  troisième  ordre  est 
complettée  par  trois  constantes  seulement  :  il  fnutuonc  trouver 
deux  relations  entre  les  cinq  constantes.  Pour  cela  on 
différentiera  trois  fois  de  suite  l'intégrale  {M)  ^  et  on  trouvera 

N 

{AN^  —  a  BMN+  CM-) 


9  =  — 


M 


s 


_       3  f^iV»  —  2  BNM  4-  CAf»)  (  AN ^  BM) 
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ou  Mt=jéx  +Bx  +  D  et  N:^Bj+  Çx  +  E.  Si  l'on 
substitue  ces  valeurs  de  pi^y  r^  dans  la  proposée  (i) ,  on 
parTient  à  l'équation  suivante 

Or  y  des  trois  facteurs  dont  elle  est  composée ,  les  deux  pre- 
miers ne  sont  pas  utiles  :  en  effet  ^  le  premier^  M  y  c'est-à- 
^e*  -^J" "{^  Bx -{•  D ,  ne  peut  devenir  nul  par  lui-même^  à 
moins  que  Ton  n'ait  >tf==o,^  =  o,/^  =  o,en  observant  que 
ces  relations  doivent  avoir  lieu  seulement/ entre  les  coefficiens^ 
or ,  de  cette  manière  ,  on  aurait  trois  relations  lorsqu'il  n'en 
^  faut  que  deux.  Le  second  facteur  jiN^ '^  a  BAIN  +  CM*, 
ne  peut  devenir  nul ,  que  sous  ces  conditions  A  s=z  o 
B  =  o f  C=  o  'y  et  si;  dans  le  même  facteur ,  on  faisait 
M^Oj  N^=:o,  toutes  les  constantes  deviendraient  nulles , 
chacune  en.  particulier.  Il  n'y  a  donc  que  le  troisième  facteur 
qui  devient  nul ,  an  moyen  des  deux  relations 

B  =  Oy     C:=:A, 
en  sorte  que  la  primitive  complette  de  la  proposée  devient 

-^(j*+**)  +  2-Cy  +  a£x+  1=0, 

équation  qui  appartient  à  un  cercle  quelconque  ^  comme  on 
s'en  assure  en  faisant 

a,  h  y  Cj  étant  trois  autres  constantes  arbitraires  \  car  alors  on 

a 

c'est-a-dire; 

8 


"*  «  Ce  serait ,  dit  M.  Monge  ,  à  qui  on  doit  cette  analyse , 
«  une  entreprise  inutile  de  chercher  de  semblables  résultats  pour 
«  lès  courbes  des  différens  degrés  ^  principalement  parce  qu'à 
m  l'inspection  d'une  équation  différentielle  y  on  ne  peut  recon- 
i>  naître  si  elle  appartient  à  une  courbe  ^algébrique  y  ni  de  que) 
«  degré  est  cette  courbe.  Mais  les  courbes  du  second  degca 
«  sont  si  simples  9  et  elles  se  présentent  si  fréquemment  dana 
c  la  nature  y  qu'il  peut  être  de  quclqu'utilité  de  le  faire  pour 
«  elles.  » 
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CHAPITRE    IX. 

Vu  déi^eloppement  de  f  (x+i)  lorsqu'on  donne  à 
la  variable  x  une  valeur  déterminée.  Cas  dans, 
lesquels  ce  développement  est    en  défaut. 

Tiovs  avons  Vu  (  chap.  I)  que  la  sém  donnée  par  lé 
développement  dey(x^  i)^  ne  peut  contenir  de  puissances 
négatives  de  i,  à  moins  qu%  l'on  n'ait  yx  =  c9^  parce  qu'en 
supposant  i=o^  apquel  cas  /{x-^-i)  se  réduit  k  fx j  les 
termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances,  deviendraient 

infinis ,  de  sorte  qn\>n  aurait  l'équation  -^r—  =  o  ^  de  laquelle 

on  dédalrait  des  valeurs  de  x.  On  peut  prouver  de  la  même 
manière  que  la  séné  ne  pourra  contenir  un  terme  multiplié 
par  Jog*  if  ou  par  urie  puissance  positive  quelconque  de  log  i^ 
parce  que  ces  sortes  de  termes  deviennent  également  infinis 
pour  *s=:o  (pag.  57). 

Considérotis  ensuite  le  cas  où  le  développement  pourrait 
contenir  des  puissances  positives ,  mais  fractionnaires  de  t* 
La  démonstration  donnée  (chap.  I)  pour  prouver  l'absence 
de  ces  sortes  de  termes ,  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes 
augmenteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développe- 
ment def(x  +  £)y  tandis  qu'il  est  évident  que  tant  que  x 
est  une  quantité  quelconque  indéterminée  ,,/*( a:  +  t)  né  peut 
contenir  que  les  radicaux  qui  sont  dans /ir;  et  nous  savons 
actuellement   que    la   différentiation    ne   peut   changer   ni  le 


s 
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nombre  ni  les  indices  de  ces  radicaux  dans  -fi-  =  P,  —--:=.  O, 

dV 
>.  ^,  =7-  /{  >  etc.   Mais  cette  démonstration  cesse  d^a voir  lieu 

lorsqu'on  donne  k  x  une  valeur  déterminée;  telle  qu'elle  fasse 
disparaître  un  radical  dans^r^  car  alors  ce  radical  pourra  étrt 
remplacé  i>ar  un  radical  de  i  dans  le  développement  de/'(^-f-»), 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  chapitre  cité. 

Celte  conclusion  n'aurait  pas  lieu,  si  la  valeur  particulière 
ide  X  n'anéantissait  pas  le  radical  lui-même ^  mais  le  faisait 
seulement  disparaître  en  rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle 
il  serait  multiplié  ;  car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de 
cette  manière  de  la  fonction  ^^  il  pourrait  ne  pas  disparaître 

dans  les  coefficiens  différentiels  ■—- ,      .^  ,   etc. ,  qui  entrent 

dans  le  développement  de  /*( j:  -|- 1)  ,  et  alors  la  démonstration 
conserverait  toute  sa  force.  Ainsi,  si  un  radical  de  la  fonction 
fx  se  trouvait  multiplié  par  (x—- a)*",  m  étant  un  nombre 
entier  positif  ^  ce  radical  disparaitrait  pour  x  =  a  }  mais  dans 
f{X'j-i)f  le  mâme  radical  serait  multiplié  par  {x — a +  *)'*» 
et^  dans  le  cas  de  x=.ay  il  le  serait  par  î*"}  donc  ^  dans  le 
développement  de/'(x-j-i)y  il  ne  pourrait  jparaitre  avant  le 
terme  qui  contiendrait  la  puissance  î'"  :  en  effet  ^  le  coefficient 

différentiel  ■     serait  le  premier  dans  lequel  (a?  — a)"  se- 

rait réduit  à  l'unité ,  au  moins  dans  l'un  des  termes  y  en  sorte 
que  ,  dans  ce  terme ,  le  radical  ne  disparaitrait  plus .  par  son 
coefficient  ;  il  resterait  conséquemment  dans  les  coefficiens 
différentiels  'suivans ,  et  il  ne  se  trouverait  pas  dans  les  pré- 
ccdens.  Il  n'y  a  donc  que  le  cas  où  le  radical  est  détruit  de 
lui-même  iaji^Jx,  par  une  valeur  particulière  de  ar^  dans 
lequel  le  développement  doive  contenir  des  puissances  frac- 
tionnaires de  if  et  il  reste  à  voir  comment  on  pourra  j"ger 
que  la  chose  doive  avoir  lieu. 
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Noua  remarquerons  d'abord  que  si,  àsLUS /(x  +  i)  ^  on 
ajoute  l'accroissement  quelconque  k  ^  soit  à  x ,  soit  à  (  ^  on 
aura  h  même  somme  x-^i  -{^  k,  et  consëquemment  la  même 
fonction  variée  f  { x -\- i '\- k).  Or,  si  Pon  considère  <r -f- j 
comme  une  variable  dont  k  est  l'accroissement^  la  fonction 
développée  sera 

1  «a 

en  observant  que/'(^  +  «)  est  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle première  dey  (ar -4- «)>  prise  îndifiKremment  ou  par  rapport 
k  ^  ^  ou  par  rapport  à  i  j  que  J"  {x^i)  est  celui  de  la  diffé-^ 
rentielle  seconde  àe  /{x  +  i) ,  prise  aussi  ou  par  rapport  à  x^ 
ou  par  rapport  à  /^  et  ainsi  de  suite  ^  de  sorte  qu'on  a 

di  dx 

d**  dx* 

etc. 

d'où    on   conclut    qu'en  faisant  /s=:o    dans       /C^'+') 

^^f{x^i)  dfx       à^fx 

d? '  ^^'>  "^  ^^"^^^  «^  "é"^  "dî^^  •'^' 

Maintenant,  pour  introduire  la  condition  que  le  dévelop- 
pement général  n'ait  pas  lieu ,  circonstance  qui  ne  peut  arriver 
qu  autant  qu'on  particularise  x  ,  nous  supposerons  une  puis- 
sance de  *\  qui  ne  soit  pas  entière  et  positive  5  et  afin  de 
•éparer  ce  qui  résulte  de  la  présence  d'un  ternie  de  puissanoi^ 
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iiéga(ivo^'«lfr  •,.  de  ce  qui  irievt  d'un  terme  de  puissance  frac- 
iionnairc  de  cet  accroissement,  noua  supposorons  d'abord  un 
terme  tel  que  -<^«"""*,  en  sorte  que 

f{x  +  0  =  '^^'^"^  +  B^"  +  Ci'  +  Di'  4.  etc. 

r,  s  y  t,  etc.  y  étant  des  nombres  entiers  positifs,  ji  j  B, 
C  y  etc.  des  fonctions  de  or  ^  ou  de  sa  valeur  particulière  a.  On 
aura  donô 

^ISf±LÏ=—mAi-^*  +  rBi^+sCi"-'  +  etc. 

■  -^      J  %=+m(7yt+i)  u*t-^-»  +  r(r— i)  5i'^*-f  etc. 

dYCx4-n  •        ' 

\^s       — —yn(m+i)(m+2)^î-«->+r(r--iXr— 2jg^^^etc> 

etc.  -  '• 

dy    d*y 
et ,  pour  en  revenir  aux  cocfiioiens  différentiels-^ j  T— r>  ^'^-i 

on  fera  (=0 ,  ce  qui  donnera  ces  résultats  : 

jx  = h  etc.  =  co 

^r  A  '  • 

-T— =5 — 'w h  etc.  =00 

ax  o  . 

•    dV  \         A 

--— -sSBwrm-fi) —  +  etc.  =  00 
dsr*  o 

dV.  ^ 

-—-=  — m(/»+i)  (m+a) [-etc.  =  00 

etc. 

Donc  SI ,  pour  une  valeur  particulière  de  x  y  un  des  termes 
du  dévdùppemcnt  de  f  (x  -f-i)  est  de  la  forme  Ai"*,  la  fonction 
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if     ây 
y  ainsi  que  tous  les  eoef/icîens  différenHds  -j-f  -—;  j     etc. 

deviendront  infinis. 

IVous  supposerons  ^  en  second  lieu ,  que  le  développetneBi 
puisse  contenir  un  terme  tel  que  Hi^  ,  m  étant  un  nombre 
positif  et  fractionnaire  y  compris  entre  les  deux  nombres  entiers 
consécutifs  n — 1  et  n;  en  sorte  qu'on  ait 

/(jr-|-0==^+^'-f-^*'+ +Çt*— +//*«+ A»»+ etc. 

oh  ^  y  B  y  C G,  H  y  K ,  ^clc.  )  FC  ^réscu  tcu  t  encore  des 

fonctions  de  x  ou  de  a.  On  déduira  de  cette  forme  de  déye« 
loppement  y 

d  rcx-i-i) 

•      \^     =B+^Ci+3Di^  +  ...+in—i)  Gù^^+mHi^^'. 

+nA'^-«,elc. 

4-  m  (7n— i)  Hi"^^  -|-  n  (n— i) /f»**^ -f"  1  **^« 


d"/'fa-4-n 

'^V.J    -  =ï?i.. ./Tt'— '»+»•. •Jï»»-»  +  etc. 
lit"  ' 

d'^'/'fx+n 

'■i4-^^=m...Hi'^^^')+tXc. 

Si  pour  f  rourer  ce  que  deviennent  ^  dans  cette  seconde  hypo-* 

dy     d^'K 
thèse,  les  coefficiens  différentieb  -r^  j  —-  y  eto*  •  on  &it  encor» 


1 


• 

Lxçoiri 

t=o. 

on 

trouvera  ces  résultais  : 

dx 

zsB 

dx* 

s=iC 

dx» 

=3.5.D 

•  I 


— -^ —  =i«2. .  .Fît 1-  f  .a.  ••nA.=Qd 

da^  o 

==  I  «a*  ••  m.  —  =00 

do:'***  o 

etc. 

Donc  ,  à  partir  du  coefficient  différentiel  inclusivement  dont 
Tordre  est  le  nonibre  entier  immédiatement  supérieur  à  m  ,  les 
coefficiens  différentiels  sont  continuellement  infinis;  de  plus  ^  le 
développement  est  régulier  depuis  le  premier  terme ^j:  jusquVu 
terme  Hi"*^  exclusivement,  puis^'on  trouve 

da;'  a  djc*  '  a. 5   djr'  ' 

Donc  si ,  'pour  une  valeur  particulière  de  x  y  un  des  termes 
du  développement  éfe  f  (  x  -f-  i  )  est  de  la  forme  Ai**  ,  m  étani 
un  nombre  fractionnaire  entre  les  rfeux  nombres  entUrs  con^ 
sécutifs  n — 1  ^in,le  coefficient  différentiel  de  tordre  n  et  les. 
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suivons  seront  infinis  pour  cette  valeur  deXjei  chacun  des 
précêdens  prendra  ^  dans  la  même  hjrpolhèse  ^  une  valeur  fixe 
et  déterminée. 

Le  développement  général  sera  donc  en  défaut  dans  ces  deux 

cas. 

Réciproquement,  si  pour  une  valeur  particulière  de  x,  toutes  les 

dr      d*y 
fonctions/':r  ouj-,  -= — j  -3 —  y  etc. ,  prises  dans  le  développement 

général ,  sont  infinies  ,  le  développement  vrai  devra  contenir  un 
ternie  de  la  forme  At~'^  ;  et  si  |  dans  ce  développemevit  gén^ 

d"r 
rai  y  le  coefficient  —--  est  le  premier  qui  devienne  infini  pour 

d*" 

une  valeur  particulière  de  x  ,  il  devra  se  trouver  dans  le  déve- 
loppement vrai  j  un  terme  tel  que  Ai**  y  m  étant  un  nombre 
compris  entre  /»— i  et  n. 


dy 
En  effet^  dans  la  première  hypothèse  y  les  fonctions/x  o^y,  -p  y 

d*r                                                                               4/(*+0 
j-^5   etc.  ,    élant  ce  que   deviennent  /'(x+0?  T^ > 

à*f(x+i)  ^ 

-p^ ,  etc.  y  lorsqu'on  y  fait  1=0^  ne  peuvent  devenir  infi^ 

nies^  à  moins  que  1^  ou  une  puissance  de  iy  ne  divise  quelques 

termes  de  chacun  des  dévdoppemens /"(x+j)^  y 

A*f{x-{-i)  *    ^ 

,  .^        y  etc. ,  et ,  dam  la  seconde  hypothèse,  â  moins  que  i 

d^f(x+i) 
ne  s'introduise  en  diviseur ,   seulement  à  partir  de  — ~rz * 

Dans  ce  dernier  cas  y  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  fraction** 
naire  m  doit  tomber  entre  n  —  i  et  n  :  car  si  m  tombait  entre 

n — 2  et  n — i ,  le  coefficient  --r — ^  serait  le  premier  qui  devicn- 

QX^ 

drait  infini  :  si  m  était  entre  les  deux  nombres  n  et  ;i4*^y 
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ce  serait  à  partir  seulement  de  -; — ~-  que  Tinfini  s'introduirait 

dx""**' 

dans  les  coefficiens  différentiels.  Le  nombre  fractionnaire  n  ne 

peut  donc  se  trouver  qu'entre  les  nombres  entiers   coniëcutifs 

n^-i  et  n. 

Il  faut  bien  observer  que  lorsqu'on  veut  dëveloppery(a:4-/) 

pour  a:z=:a  j  on  forme  d'après  la   fonction  Jx ,   les  coeflicieiis 

dy        d*v        d'y 
différentiels  -p- ,  —r^  ,  —^  ,  etc. ,  dans  lesquels  on  écrit 
dx         dx"^        djr 

dr 
ensuite  a  pour  x  :  alors  soit  que  toutes  les  fonctions /à? ,  ■-- — ,  etc. , 

deviennent  infinies  ,  soit  que  la  chose  n'arrive   qu'à  partir , 

d"^ 
par  exemple  j  de    ■       ■  ^  on  juge  qne  le  développement  général 

est  en  défaut^  c'est-à-dire,  que  la  fonction  y  (a +«)  ne  peut  se 
développer  suivant  des  puissances  ascendantes  entières  et  posi- 
tives de  i  :  dans  le  second  cas  y  on  peut  déduire  de  la  série  de 
Tayîor ,  la  partie  du  développement  qui  précède  le  terme  de 
plus  petit  exposant  fractionnaire  de  i ,  puisque  le  développement 
est  régulier  dans  cette  étendue. 

Pour  trouver  la  vraie  forme  du  développement  dans  tous  les 
cas  où  la  série  de  Tayîor  est  en  défaut ,  il  faudra  faire  d^abord 
dans  la  fonction/  (x+t  )  ,  J:  égal  à  la  valeur  donnée ,  et  déve- 
lopper ensuite  ^  suivant  les  puissances  croissantes  de  i  y  par  les 
règles  connues  ,  en  ayant  égard -igaut  puissances  fracliou- 
riah'es  ou  négatives  de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction 
même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nous  venons  de 
démontrer  ^  supposons  d'abord  que  l'on  ait 


et  qu'on  demande  le  développement  de /(x+Z)  pour  x=a,  Ea 
ftrmant  les  coefficiens  différentiels  suivant  les  règles  générales  , 
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on  aura 


4r       , 


ax 


àx  )/x^ — ^» 


a' 


et  aiasi  de  suite.  En  faisant  jc=:a  ,  on  a 

^  dr         I        d'r         i 

/ar=a»,-^  =  — ^   ^=_,  etc. 
'  djp         o       dx*         o 

D'où  on  conclura  que  le  développement  dey  (^  +  0  contien- 
dra nécessairement  ponr  â:=a,ua  terme  delà  forme  Gi^ , 
m  étant  entre  o  et  i. 
■    £n  effet  y  on  aura  par  la  substitution  de  «4"  ^*  ^^"^  l'expres- 

D'où  Ton  conclut  que  le  développement  suivant  les  puissances 
de  i ,  contiendra  des  termes  de  la  forme  ^i,  i^ij  ^^^ ^y  ^^^ 
Soit  ;  en  secoad  lieu  ^ 

fx=z^x  +  (x—ayl{x^a). 

l  indiquant  on  logarithme  népérien  :  on  aura  ces  coefficiens 

différentiels , 


éx         2\/x 


dx*  4^y  X 


4-  ai(«— a)  +  3 


dy  _        3         , 2 

dj?       bxV^ 


Pour  :r  =:  a  ,  la  fonction  -—^  devient  infinie,  ainsi  ouc  tputet 


xi4  LBçoitr 

les  suivantes  :  conséquemment  le  développement  àef^X'^i) 
devienclpa  faatif  pour  x=za.  En  substituant  a-f*^*  pour  se  ^ 
ou  trouvera 

/(a+t)  =  {a  +  î)*  +  i^U. 

Nous  avons  observé  plus  haut  que  lorsqu'une  valeur  parti- 
culière de  Xy  détruit  dans/x  un  radical ,  en  rendant  nul  son. 
coefficient  ^  ce  radical  reparaîtra  nécessairement  dans  les  fonc— 

dv      d*y 
tiens  -—— ^  j^ }  etc. ,  et  qu^ainsi  la  forme  générale  Aef{X'j~£) 
dx     àx* 

ne  cessera  pas  d'élre  exacte  dans  ce  cas. 

Mais  lorsque  la  fonction  fx  ^  au  lieu  d'être  donnée  d'une 
manière  explicite  y  n'est  déterminée  que  par  une  équation  oii  le 
radical  n*eatre  pas  ^  U  détermination  de  ses  coefHciens  différen- 
tiels est  sujette  à  des  difficultés  sur  lesquelles  il  est  bon  de  don- 
ner quelques  explications. 

Soit  yrzfxi  supposons  que  pour  une   valeur  donnée  de  ^r^ 

il  disparaisse  dans/o:  un  radical  y  lequel  ne  disparaisse  pas  dans 

d  y  d^y* 

-j—  \  il  est  clair  que  ,  pour  cette  valeur  dje  jt,  la  fonction  -f- 

dx  d:r 

aura  un  plus  grand   nombre  de  valeurs  différentes  que  7^ ,  à 

dr 
raison  du  radical  qui  se  trouve  dans  -rj —  ^   et  qui  a  disparu  dans 

dy 
fx  :  d'où  il  suit  que  la  valeur  du  --p-  ne  pourra  pas  être  donnée 

par  une  simple  fonction  de  x'^X.  j ,  qui  ne  contiendrait  pas 
explicitement  ce  radical ,  comme  il  arriverait  si ,  dans  l'équation 
jr:=:fXf  on  faisait  disparaître  ce  même  radical  par  l'élévation  aux 

puissances  ,  en  sorte  qu'on  eût 

* 

Or,  la  différentielle  de  cette  écpiation  est  ;  comme  on  l'a  vu^ 
(chap.VI), 
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«n  représentant  -r —  par  M  et  -r —  par  N.  Donc  cette  exprès* 

sion  sera  en  défaut  dans  le  cas  oii  l'on  donnerait  à  â:  la  valeur 

en  question  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  fonc- 

du        du 
fions  -; —  «   -; —  seront  Pane  et  l'antre  nulles  en  même  tems. 
àx       Qjr 

Ainsi  y  dans  le  cas  dont  il  s^agit  j  l'expression  de  j^  deviendra 

« 

xéro  divisé  par  zéro  )  et  réciproquement  lorsque  cela  arnvera  ^ 

on  en  conclura  que  la  valeur  correspondante  de  x  aura  détruit 

dy 
dans /j;  un  radical  sans  le  détruire  dans  -7--  • 

^  dx 

Pour  avoir  ^  dans  ce  cas  y  la  valeur  de  ^  ,  il  faudra  recourir  à 
la  différentielle  seconde,  puisque  la  différentielle  première  est 
identiquement  nulle  :  or  on  a  trouvé 

d*M  d'u  d*M      ,    .     du       ^         .      ^ 

dje»^      àxàj^  ^d/-»-^  4r 

Mais  à  cause  de  ^ —  =  o  ^  cette  équation  se  réduit  à  celle-ci  » 

d'n  d*i/  d'il        

djF  "*"  *  d^-^  "•■  dP  ^*— ^> 

par  laquelle  on  détermiuera  la  valeur  de  jr^  ^  qui  sera  par  consé-. 
quent  double. 
Soit ,  par  exemple 

jr=x +  («  —  «)  V  x—bj 
on  aura 
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Et  pour  x=a, 

oîi  Ton  voit  que  le  radical  disparaît  dans^x ,  mais  non  pas  dans 

dv 

'■—  ou  y  y  en  sorte  que  la  première  fonction  est  simple  ^  tandis 

que  la  seconde  est  double. 
Si  on  élève  la  proposée  an  carré  ,  on  aura 

{y — ^)" — (a:  — a)*  {x — ^)  =  o=  u , 
et  pour  réquatton  dérivée  du  premier  ordre , 
a<y— '2c)(y'i-i)  — a(x  —  a){x — ^)+(x  — û)*  =  o=i/y 

d*oîi  Ton  tire 

y.     2  Ta:  —  à)  ^x — ^)+ra:  — tf)* 
^  2  (j-x) 

Pour  x=a  ,  on  a  encore  j*  =  fl,  ce  qui  donne  ^=  —  > 

on  passera  donc  à  la  dérivée  du  second  ordre ,  pour  laquelle 

on  trouve 

« 

Ici  la  supposition  de  a:=itz,  d'où  résulte  y  c=a,  donne 

(r'— »)•  — («—*)  =  o,d'oiiy  =  i+»/û  — ^, 

comme  plus  haut* 

Il  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x  qui  détruit  les  termes 
de  u'  ,  détruise  aussi  ceux  de  w^  ;  il  faudra  alors  passer  à  i/'"  , 
qui  par  la  destruction  des  termes  en  y^  et  y"^  deviendra  une 
simple  équation  cîi  y  ,  mais  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de 
swte  )  et  on  voit  que  cela  dépend  de  l'indice  du  radical  qui  aura 
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été  détruit  dans  r,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  de 
réquation  d'où  dépend  la  valeur  de  ^'. 

Supposons  ,  en  second  lieu ,  que  la  même  valeur  de  x  qui  fait 
disparaître  un  radical  dans  fr ,  le  fasse  aussi  disparaître  dans 

-^  y  sans  néanmoins  le  détruire  dans  —^   ou  dans  y^  •   alors 

les  valeurs  correspondantes  de  j^  et  y  seront  en  même  nom- 
bre  j  mais  celle»  de^^  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc 
on  fait  évanouir  ce  radical  dans  j^  ==/x  ,  la  valeur  de ^'  qu'on 

cm  déduira,  se  produira  sons  la  forme  =  — ,  et  il  faudra  passer 

aux  équations  différentielles  d'un  ordre  supérieur  pour  avoir 
la  valeur  de  ^''. 

Soit  y  pour  en  donner  un  exemple^ 

on  aura 


y  =  i+a(x— û)    y/x  —  h-\. 


fmsant  «=«,  oa  trouve  ^=a,  j^'  =  i  ,  ^//  =  a  V a—b. 
Mais  si  oû^  réduit  l'équation  proposée  à  cette  forme  ration- 
nelle .  / 

(r— *)"—(*  — a)4(ar—*)=o=tt, 
on  aura 

ctu'=o,en  faisant  «=  a  et^zz:^.  On  passera  donc  à  tt^, 
qui  sera 

'      {r—x)yll  +(jr^M^  i)^6(aP-a)'  (or—  b)  ~4(*~ûj3= «//=o. 
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* 

Faisant  x  =  a, ^  =  a,  on  aura 

(y  _i  )>  =  o,  d'oùy  =  I. 

Mais  pour  avoir  la  valeur  dtjr^  ,  il  faudra  recourir  à  u'"  et 
même  à  u*^  :  on  aura  ainsi 

(y—x)y^"+ù{y~\)y^'^\ 8(x— a)»— i2(x— a) (a:— 6)=u"'=o  , 


oîi  tout  se  détruit  encore  pour  a:=a ,  jrs=a ,  j^=i.  On  trouve 
ensuite 


iaisant  xz=za  ^  /r^a  ;7''=  i  ^  on  aura 
comme  plus  haut» 


IT 


I 
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CHAPITRE    X. 

Des  valeurs  des  fractions"  dont  le  numérateur^  et 
le  dénominateur  s^ évanouissent  en  même  tems 
par  une  seule  valeur  de  x.  Décomposition  des 
fractions  rationnelles. 

CoNsiDSAOJvs  la  fraction 

Jjc  et  Fx  étant  des  fonctions  de  x  y  telles  qu'elles  deviennent 
nulles  Pune'et  l'autre  pour  0:=^  :  on  demande  la  valeur  de  j^ 
dans  cette  supposition  pour  x.  Oti  déduit  de  là, 

â(Fxj 
Formons  la  dérivée  du  premier  ordre,  et  désîgBdns  — r —    par 

F'x ,     jj-      pary^jr:  il  viendra 

y.Fx+y;F*x—fx^o=:zu'  , 
et  à  cause  de  Fx:=20  ^  pour  x z=ia  ,  on  aura  ^ 

S'il  arrivait  que  les  fonctions  fx  ,  F'x  devinssent   nolk* 
dans  la  même  supposition ,   aa  trouverait  par  le  même  pria- 

9 
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cipc  ,  en  remplaçant  dahs  la  dernière  valeur  de^  ^J'x  pary^jc 

=  _^,ir/^parF^a:=-^^, 

Autrement  ^  de  '  .  . 

j-Px— //x=o:=:  u' 

on  déduirait 

et  à  cause  de   P'j:=o  ,  pour  x=^ï,  on  aurait^  comme  ^ci- 
dessus  j^=:  —. Si,  dans  la  même  supposition  a:=a  ,  on 

avait  encorey^x=o,  F^xr=-o  ,  on  emploierait 

y—  piix 

d'f/j:)       àHFx) 
oùfffx  et  Pf'x  désignent     Y       ,         .3      y  etc. ,  et  ainsi  de 

suite. 

Ainsi ,  lorsque  le  numérateur,  et  le  dénominateur  dune/onc- 
tion de  X,  deviennent  nuls  à^4a'f ois  pour  x=a^  il  faut 
prendre  à  leur  place  les  coefficiens  différentiels  successifs  du 
numérateur  et  du.  dénomihateui ,  Jusqu*â  ce  qu'on  arrive 
À  une  fraction  entre  deux  de  ces  coefficiens  d^  même 
ordre  ,  qui  ail  une  valeur  déterminée  pouf  la  mémt  iupposi" 
4ion  faite  sur  x. 

Il  ne  peut  pas  arriver  que  ces  fractions  -  9   -r^ —  >  etc.  t 

soient  inoefiniment  nulles  pour  a;  =  a  5  car  à  cause  de 

/(a;  +  i)  =fx  +  ifx  +  -^Px  +  etc. 
on  conclurait 
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i  étant  quelconque,  ce  qui  est  impossible ^  à  moins  qne^  ne 

renferme  pas  :r  ,  ce  qu'on  ne  suppose  pas. 

Il   peut  néanmoins   arriver  que  ces    fonctions  deviennent 

à-Ia-fois    infinies   pour  x=z  a  j   ce    qui    rendrait  égal«m«rit 

fx         /'« 
indéterminées  les  fractions -r; — y   -^7; — .,  clo,  ;  mais  ce  cas 

i*x         Jt*  X 

rentre  dans  celui  que -nous  avons  eiaminé  plus  haut,  et  il 
en  faudra  conclure  que  les  dévelqppemens  àe  J  {.x '\' i\^ 
T** {x  -{-i)  contiendront  des  puissances  de  i  fractionnaires  ou 
négatives.  'On  ««fostituera  âùtu:  -n -^  i  pour  x  dans  les  'f une- 
lions  numérateur  et  dénon'iinateur  y  et  l'on  résoudra  l'une  et 
rautvc  t«ti  série,  iuWernt  les 'puissances  ascendantes  de  î;  on 
fera  ensuite  t  =^  o  ,  après  avoir  divisé  te  haut  et  le  bas  de 
la  fraction  par  la  plus  petite  des  moindres  puissances  de  i  ^ 
ou  j  ce  qui  revient -au  meure,  on  n'aura  diabord  égard  qu'au 
premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Nous  ferons  seulement  deux  exemples  ^  en  renvoyant  à 
ceux  qife  nous  avras  donirés -(i//^.  r*.  seCt.).  Soit  donc 
d'abord 

_    a*—  h* 

r- — -       p 

qui  devient  -*—  pour  â:  ==  o  :  on  a  fx  z=:  af  "^  b*  y  Fx  ssx, 
f^x  s=  a*.la  — b*lb ,  F'xzsi  1  y  et  conséquemment 

a'.la-^è'Jb 
jr= j^ =ii-.tt, 

pour  X  =  o.  Si  pour  a*  et  A*  ^n  eût  écrit  les  développement 
trouvé  (chap.  IVj ,  on  aurait  iftbtenu.,  après  les  rédnctifins^ 

X  (la  —  Ib)  f+  —  (la  —  Iby  +  e\c. 

^5=  ■       !■  M  > — , 

-X 
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(la  —  Ih)  +  —  (la  —  Iby  +  etc. 


=  la  —  lby 


pour  «  =  o. 

Supposons  y  en  second  lieu , 

j- =  (1  —  a:)  taog  -1-, 
w  4tant  la  demi-circonférence  :  pour  xz=i  \  ^  onai— -a:=:^ 


9  9 

et  tang  — -  x  =  tang  — —  :=:  oo  s  mais  à  cause  de. 
a  2 


tang  >         =  ■  y  on  peut  mettre  j"  sous  la  forme 

a                    tx 
cot 

a 

1  —  a:  o 

^  71tx\        "T"' 

cot  (-) 

pour  X  =  ].  Si  Ton  forme  fx^  F'x  ^  on  trouvera 


/'«  =  —!,     F'«  =  — 


T 

a 


-  (?)  ' 


Sin 
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a  V 

et  pour  a?  =  1 ,  /ï''*  =  —  ■  s=  —  — .  d'oùrontini 

cette  valeur  vraie  de  la  fraction 

1       a 


On  a  vu  {Alg. ,  a*,  sect)  que  la  recherche  du  terme  g^ 
nëral  d'une  suite  récurrente^  ne  présentait  plus  de  difficultés^ 
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lorsque  la  fraction  rationnelle  génératrice  était  décomposée  en 
fractions  simples  ;  cette  décomposition  étant  aassi  d'un  usage 
trés-fréquent  dans  le  calcul  intégral,  il  ne  sera  pas  inutile  de  la 
traiter  ici  comme  application  du  calcul  différentiel. 

Avant  d'opérer  cette  décomposition  ,  nous  rappellerons  que  le 
numérateur  TV  de  la  fraction  rationnelle ,  c'est«à«dire  ,  sans  radi^ 
caox  y  peut  toujours  être  ramène  par  la  division  à  un  degré 
moindre  ^  au  moins  ^  d'une  unité  que  le  dénominateur  ;  et  nous 
supposerons  qu'on  ait,  au  moyen  des  méthodes  connues  ,  décom-r 
posé  le  dénominateur  D  dans  ses  facteurs  simples  ,  ou  qu'on 
ait  résolu  l'équation  Z>  =  p*. 

Soit  donc  # 

N a+a'x+affx*+  ....  +  a  ("-')  x  "-' 

'D~  {x  —  a){X^a')    (»— «C^))* 

m,  a' .  •  «C*^')  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires.  On  pourra 
poser 

N        A  A'     ,      A" 

c'est-à-dire  , 


N_    A      ,    P 

p , 

—  étant  la  somme  de  toutes  les  fractions  simples ,  à  l'exception 

de  celle  qu'on  considère  ^  et  ^  un  coefTicient  numérique  à  éva- 
luer. De  l'identité  précédente  résulte  celle-ci  : 

A=  ^—P^^—«)  _  [N^P (x—a) ] {X—<t) 

Or  ^  pour  «=ot ,  on  trouve  A:=z :  il  s'agit  donc  d'assfgner 

9 
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la  valeur  vraie  de  cette  fraction.  A  cet  effet ,  d'après  la  rè 
donnée  au  commencement  de  ce  chapitre,  on  différentiera  nu* 
mërateur  et  dénominateur  y  en  observant  que  N  y  P  et  D  sont 
fonctions  de  a; ,  et  on  obtiendra 

A- — : 


Ax 
dans  l'hypothèse  x  =  «  |  la  valeur  de  ui  devient 


dP        CD') 
dx 

Ary 

en  désignant  par  (iV)  et  {U')  ce  que  deviennent  N  et  -^ —  , 
lorsqu'on  remplace  x  par  a.  Mais  de 

D^S{x  —  cl), 
On  tire  par  la  différentiation 

dO       -  ,  ,  àS 

et  pour  JCtr:  a  , 

(Z)')  =  (5), 

(S)  étant  ce  que  devient  5  dans  cette  hygothèse.  On  a  donc  ces 
déterminations 

._  (iV)  _  jAl 
-  iS)  -  (/?')* 

jy p  (a:— a) 

En  faisant  x=:sct  dans  Tidentjté  ci-dessus  A:=: ^ -j 

(N) 
on  trouverait  en  effet  4  =  ^-ô^- 
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Ainsi ^  pour  évaluer  les  numérateurs  A  ,  A* y  etc.  des  fractions 
]partiel)es  qui  répondent  aux  facteurs  simples  x — «,  x — «'^  etc.  , 
du  dénominateur  y  il  ne  faut  que  substituer  suceessiveme^t  les 

racines  «  ^  «' ,  êJi  y  etc.  pour  x  dans  N  et  daqs  — — ' 

uX 
X 

Ainsi  j  pour  la  fraction  --^ —  ^  dont  le  dénominateur  est 
le  produit  (x  —  \)\x  -j y  \ *  +    ■  )> 


on  trouvera 


'  I. 


■^'"^  3«'»       3*' 


a^  I 

3ot«»        3«// 


1 

-t+  v^" 

-3\ 

\ 

2 
1 

; 

\-= 

Ô 

Supposons ,  en  second  lieu  ,  Z>  =  («  ■—  /S)"  j  c'est-à-  dire  ^ 
N  _a+a'x  +  fl//a?*  -4-. . .  ,  +  a  ("-')  a?""' 
F""  (jc  — iSr  ' 

si  Ton  fait  j: — 18  =  ^t  d'oii  x=fi  -^  Zy  on  aura ,  après  la subsr 
titutîon  y  cette  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 


+ 


-8"-* 


.n*— a 
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De  sorte  qu'on  pourra  supposer 


£ ,  ^',  j9<^y  etc.  y  devant  être  indépendans  de  x. 

Dans  le  cas  oii   le   dënomiuateor  D  renfermerait  outre   le 
facteur  (x—^)"  ,  d'aulrei  facteurs  inégaux,  on- aurait ,  en  re- 

p  ^        • 

présentant  par  —  ^  la  somme  des  fractions  simples  dues  à  ces 

facteurs, 

N  B         ^         B'  ,         ,    iî("-0     ^    P 

On    déduit   de  là ,  en    multipliant   de  part  et  d'autre   par 
(x  — '  j^)** ,  cl  observant  que  J9=  (x—  C  )"  S, 

Pour  «  =/Sf  cette  identité  devient 

il-  ^^J 

Si  on  différentîe  les  deux  membres  de  l'identité  précédcn^te  ^ 
on  obtient 

■.   ^^     =  5'  +  a  5^  (X  — ^)  +  5Bf"Jix ^fiy  +  elc. 
et  pour  xrrz  j8  ;  on  a  cette  détermination 
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Une  seconde  difïerentiation  donne 

^  "^  ^  =  ai?  ^  +  2 . 3  B'"  («  —  ^)  +  c  te . 


àx* 

« 

£t  pour  a;=  fi  f 

On  aurait  de  même 

i.a.3         d«^ 


5'»  = 


.    -G) 


etc. 
A  la  (n-— i)"**  dUféreatiation  I  le  facteur  âp— /8  ne  se  trouve 

plas  que  dans  s      •    i^^,  j  de  sorte  qu'en  feisant  «  =;  /3^ 

il  reste 


JîC"-0  = 


i.2.5...(ii — i).-      d*"""» 


Les  formules  précédentes  supposent  qu'on  connaisse  le  pro-« 
duit  S  des  facteurs  autres  que  (â:-— /8)*  :  on  peut  encore  l'ob- 
tenir par  la  différentiaUon.  En  effet  ^  on  a 

^=r— ^— t.,      d'où      D  =  S{X'^fi}\ 
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Donc,  après  n  différendations ^  et  dans  l'hypothèse  x^rzfi,  otM 

trouvera 

— nr:  l  «a^d*  •  •  •  no  « 

doî'*       •  . 

et  conséquemment 

1           d-'D 
S  = -r 

* 
1 

G)mme  il  faut  connaître  aussi  dS  ;  nous  joindrons  aux  for- 
mules précédentes  celle-ci 

d^ I  "       d"'»-D 

dx        i,2.3- ...n(n-f-i)  dx""*"*  * 

Pour  la  démontrer  y  'formons  les  différentielles  saccessLres 

à^{j^z)  =  j-d*s+  2  dj-d*  +  zdy 
d3  (^z )  zza^d'z  +  3dj-d»z  +  5  d»jrdz  +  xày 
.  d4  ( j'z  )  c= jd4z  4*  4  d^3^  +  6  dyd^z  +  4  d^^dz  +  zd^y  y 

etc. 

où^  et  z  sont  des  fonctions  de  «  :  la  loi  de  ces  résultats  ayanrt 
été  vérifiée  jusqu'à 

d"f j^2  )  s= j-d"z  +u4dj'd'^'z  +  Bdyd'^-^z  +  Cd^yd'^-^z  +  etc.  y 

aura  lieu  indéfiniment  ^  puisqu'on  a 

à'"^'(jyz)=yd'"^'z+A\drd''z+B\dyd'"''z+C\dyd''-*z+eic. 

de  sorte  que  les  coeffieiens  A^  Bj  C^  etc.  sont  ceux  du  binôme 
(  dz  4"  4y  )"  >  cû  appliquant  à  la  c'araclérislique  d  ,  les  expo- 
sans  de  dz  et  de  dy  j  et  observant  que  d*y=j-,  d*'5  =  -s. 
Ainsi  ajant  £>=:,S(x— /8)«,  on  posera  j^sz^î;  5==(x— ^J% 
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€t  la  dernière  formule  appliquée  à  ces  facteurs  ,  donnera  »  pour 
xzzzfij  et  en  observant  qu^il  suftiit  de  calculer  le  terme... 
(>^+ jjd^-d'z, 

d"-^Z>=  1  «2. 3.  •  •  ./ï  (/i  +  i)  àafàS\ 

d'où  Ton  tire  la  formule  annoncée 

àS  _  J I .  d"-^'D 

dar  1 .  a . . . .  n  (n  +  i  )       da:*^' 

Cependant ,  lors  même  que  le  dénominateur  D  de  la  fraction  ^ 
contient  des  facteurs  imaginaires  >  on  peut  encore  trouver  des 
fractions  partielles  réelles.  En  effet  y  représentant  l'un  de  ces 
facteurs  par  x  +  «  4-  ^  ^ —  1  ,  l'autre  sera  x  -f-  «  —  ^  v/^"  *  9 
{j4lg,,  2*.  secl.)  et  leur  produit  a:* -f"  ^«^ +  **•+•  Z^*  sera  un 
facteur  réel  de  D'y  d'ailleurs  les  numérateurs  A  et  A'  des 
fractions  partielles 

A  .  A' 

+ 


étant   déterminés  d*après  l'une  ou  l'autre  des  règles*..*.,.^ 

(iV)  {N)  ,  A       X       C 

A  =  -757J  =  -(^  >  ««"ont  de  la  forme 


on  aura  donc 

et  réduisant  au  même  dénominateur  ces ,  deox  fractions  par- 
tielles y  la   fraction  résultante  sera  de   la  forme 

G+Kx  G^Kx 

I  ou  ■■  > 

a:'  +  a«x  +  ««  4.  ^»        (x  +  »y  -+•  fi* 

G  et  K  ne  renfermant  pas  d'imaginaires.  On  peut  encore  au 
Jiea  du  dénominateur  x* -^  2ax  +  «,*  +  fi^  prendre  celui-ci 
X*  —  2^xcos  (p -f*  PP  7  f   ^^  9  ayant  avec   les  coeflficiens   de 
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Pëqaation 

af  *  —  pjBL  «4- 7.  =  o  , 

qui  a  donne  les  racines  imaginaires  âP  =  *-«a±C^— -î^ 

les  relations  f  =  \/g  9  cos  f  =  — ^ —  (♦),  sous  lesquelles  lev 

V  V 
facteurs  simples    de    ce   polynôme    du    second   degré  y   sont 

essentiellement  imaginaires.  On  aura  donc  en  place  de....« 

G  +  Kx       ,    r      •  G  +  Kx 

la  fraction 


{x  +  <*)*  +  C*  X*  —  2^  cos  ^  +  f^ 

Posons 

D 


X*  •*-  ^fX  COb  f  H"  Pf 

et  soit 


,  d'oii />c=5(«*— afXC0S9-f*ff)^ 


AT-  .  G  +  Jr*  ,     P 

-       «^     — — ■  Il  I  *■       -iv       ■  I   ■       m 

D  Jc*  —  afjc  cos  ç  4"'ff  *^ 

d'où 

p      N  G  +  Kx       _  iV(  j:'-  a^Jccos^+p^WD  (  G  4-  Ka?) 

T^^'^x'-a^osf-f-ff'"'  i>(**-afXco89+pf) 

< 

si  l'on  met  pour  D  sa  valeur  y  on  trouvera 


i>  = 


X^ 2pJC  cos  ^  -{"  Pf 

Or  y  P  étant  une  fonction  algébrique  rationnelle  et  entière,  il 


(«)T^raGincf  de  l'équation  x»— px+^=o,  ■ont  «s — X  y     T  ^  ^  ' 

or  4  =  #*  »  -s^  =  •■  coi*  #  5  donc 
4 

radnet  ioMiglDairefl. 
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faut  que  x*— apxcos  <p +  P?  ^oit  facteur  dans  le  numcraleur 
qui  doit  ainsi  devenir  nul  pour 

X  =  p  I  cos  ç  di  sin  ç  ^ — I  }. 

î^ar  celle  subslitutjpn  ,  iV  deviendra 

(iV)  =  />lfcÇv^-i, 
et  S  deviendra . 

or  de 

iV— 5(G  +  Ax)'fe=o, 

on  déduit 

on  tire  de  là 

—     p..  ^  Q/>     =G+K^co«9±:f/îCnn9V— ,, 

égalité  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes 

de  la  dernière  y  on  tire 


it=^ 


/>/Q_PQ^ 


et  de  la  première 
et  à  cause  de 


on  a 

PP^+QQ'^iP*Q^PQ')coi  ^ 

Dans  le  cas  de  cos  9  =  0^  d'où  sin  ^  =  1  ^  le  facteur  double 
devient  x^^  f*y  et  alors,  à  cause  de  cot  ^=^0, 

PP^+QQ\  P'Q-PQT 

On  voit  donc  que  les  numérateurs  G  et  K  ont  ;  comme  ceux 
des  fractions  partielles  qui  résultent  des  facteurs  simples^  l'a- 
vantage de  pouvoir  être  calculés  séparément. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède ,  à  la  décompositioa 
de  la  fraction 

I 
x*  +  j:7  i—  x4 —  or*  * 

dont  le  dénominateur  =  (x — 1)  (x  +  i)»  jc*(x*+ i)  :  on 
posera  donc 

•^     ,       B  £'        c        a 

'       X     ^      X*+l 

On  aura  d'abord 

pour  j:  =  1.  Pour  le  facteur  (x  -f-  1  )*  >  on  a  (  pag.  iS/  ) 

d'Z>         Sex^+^^x*^— 12X*— 6x 
o  =  '  *  î=  ■   '  '   '  =  4> 

t.aox^-  i.a  * 

pour  x  =  — - 1  ^  et  y  dans  la  même  hypothèse  , 


X' 
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mais 


'N 


K-s)  ,    âs 


dx  S^  '  dx  ^ 


et  Cpag.  187) 


do:         i.a,5clx*  *      -  ^  ' 

donc  y  pgur  or  =  — i 

„, _^     56j:^+  35a:^ — 4^^— ''      _^  9 

Vieniient  ensuite  les  indëlerminécs  C,  O,  C".  On  a,  dans 
ce  cas^ 

pour  a:  ^:  o  ^  donc 


1 . 2 .  da:'       \  (ar^-J-ar^  —  x —  i  ;»  j 


1. 


Il  reste  donc  à  ëralaer  les  indéterminées    G  et.  K  de  la 

.      .       G+Kx       ,     ^         •         ^ 

traction    i^     ■ —  :  alors  a;  =  ±:  V/ —  i  ;  cos  ^  =r  o ,  p  =  1 , 
"1 

5  =  a:6 + a:5_a:4  —  «3__a±2^_,^^ 

V 

doncP'sr  —  a,  Q' r=  2 ,  et ,  icause  de  iV^=:  i  ,  on  a />=r, 
Q  =  o^  et  conséquemment 


•^—    F'4-0" T' 
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De  sorte  que 

'  —       ^  .  '  I  9 

a»^xi  —  x^  —  x^       8(0?—  i)  "^  4(x+i3»"^  8(x-hi) 

Il  1      .         I  +  a; 


a:^       a:*         a:         4(a:*4-i) 

Pour  compUtter  la  doctrine  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  ^  nous  avons  encore  à  considérer  celles  dont 
le  dénominateur  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imagi- 
naires égaux. 

Soit  donc  la  fraction 

N  N 


D       5  {x*—2  *«+«•  + /8*)^' 
On  posera  • 

N_        G  +  Kx  G'  +K'x  G«  +  Kf^  x 

p 

-^  repr^ntant  la    somme   des   fractions  partielles  dues  aux 

autres  facteurs  compris  dans  X),  et  dont  le   produit  est  5. 

A  l'dïet  d'évaluer  les  coefdciens  G  j  K  \  C,  K'  j  etc.  ^  oa 
mulli pliera  les  deux  membres   d^  cette  identité  par  •  •  •   •  •• 

(*'  — !2aa:-(-«'  +  /8*)^,  ce  qui  donnera  la' suivante 

i^=:  G  +  Ax  +  (  G'  +•  X'o;  )  {  (  «  —  «  )*  +  ^  } 

H-(G«+/i:/'«)  {  (a?  — «)»+^«  }» 
+  {G"'+K'"x)  {  (x  — «)*  +  /8«}^'      ; 


•  é  •  * 


(.M), 
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Ucpelle  devant  avoir.  Heu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ^  donne 

pour  X-=ztt±Lfi  yj — 1  , 

(iV) 
mais  y  par  le  fait  de  cette  substitution  ^   — --  pren^   la  forme 

m:iin  y  —  i;  donc 

d'où  on  déduira  les  valeurs  des  indéterminées  G  et  K, 

Si  çn  diflerentie  l'identité  (Af ) ,  et  que^  dans  le   résultat, 
on  fasse  j:  =  «  zh  /S  yj —  i  ,  on  trouvera 

or,  le  résulut  de  la  subititulion  des  deux  valeurs  de  x  dans 

^("7  )  éunt  de  la  forme  m'  zt:  n'  y/*-*!  ,  on  a  les  deux 

égalités    '  - 

m'=fc:i»V-^»=^±{G'+/t'(ct±:/Jv^— f)}  ^fi^-^iy 

<]ui  serviront  à  déterminer  les  deu^c  autres  coefficient  G^^Kf  ^ 
*et  ainsi  des  suivaas* 


20 
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CHAPITRE    XL 

Des  limites  du  déi^eloppement  de  f  (x  +  i)  et  de 
fie ,  lorsque  on  ri  a  égard  qu^à  un  nombre  déter^ 
miné  des  premiers  termes. 

m 

Toute  fpnctiony(ji-)'  0^  d^eloppt  daiu  la  s^rie  connue 
qui  va  à  TinfinL,  à  moins   que  les  fonctions  dérivées  ie /x 
ne  deviennent  nulles  |  ce  qui  a  lieu  lorfeque  /x  est  une  Tonc* 
tion    rationnelle  et   enlière    de    x.    Tant    que    ce    dévelop- 
pement, ne  sert  qu'à  la  génération  de  fonctions  dérivées ,  il 
est  indifférent  que  la  série  aille  à  Tinfini  ou  non  :  on  peut 
encore  dire  la  même  chose  lorsqu*on  ne  considère  lé  dévelop- 
pement que  comme  une  simple  transformation  analjtique  de 
la  fonction  :  mai^  si  oh  vent  l'employer  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fonction  dans   les  cas  particuliers  ^  comme  offrant  une 
expression  d'une  forme  plus  siniiple ,  à  raison  de  la  quantité 
£  qui  se   trouve   dégagée  de  dessous  la  fonction  ,  alors ,  ne 
pouvant  tenir  compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins 
grand  de  temiet  |  il  est  important  d'avoir  un  moyen  d^évaluer 
le  reste  de  la  série  qu'on  néglige  ^  ou  du  moins  de  trouver 
les  limites  de  l'erreur  qu'on  commet  en  négligeant  ce  reste« 
La  détermination  de  ces   limites  ;  ajoute  Nf  •   Lagrange  j  est 
sur* tout   d'une  grande  importance   dans   l'application  de  la 
théorie  des  fonctions  à  l'analyse  des'  courbes  et  k  la  méca- 
nique, pour  pouvoir  donner  à  cette  application  la  rigueur  de 
l'ancienne  géométrie. 

Si  l'on  part  de  ce  développement 

/(*  +  Û  =A  +if^+  »/# 


J 


dans  letgoel 

il=i(-^/'"-h  -j^  /'"«  +  etc.)  , 

et  qn'on  fasse  «^is=«,  d'oii  i.=  4-*^a!>y  on  aiir» 

f^  représentant  le  reste  du  développement.  On  tire  de  là 

/z^^fx-^p  (z  — x) (i)  : 

cette  équation  dcvaiU  ^ytre  identique,  quelle^  que  soient  les 
valeurs  de  a?  et   de  4,   on   pourra  Siupposer  que  z    restant 

invariable ,  x  devienne  x  '^  ti'y  alors  Jx  deviendra 

Jx  +  fif'x  -f-  /ilfj  *  —  X  sfi  changera  en  z  -^  x  -^  h  ,  et 
/>  en  /9  -4-  ffp'  +  hP}  en  observant  que  dans  p  on  ne  fait 
varier  que  x  :  d'ailleurs  H  et  P  deviennent  nuls  lorsqu'on 
fait  A  =  o.  On  a  pour  résultat  de  ces  substitutions  dans  (i) 

fz  =/x  +  hpx  +  hH^(p  +  hp'  +  hP)(z  —  X'^h), 
et  si  de  cette  dernière  égalité  on  iretcanche  (1)9  ii  vient 

divisant^par  hj  puis  faisant  hs=:a,  4b  trouva 
fx-hp'  (z  — a?)— p=5;o (a). 

Cette  équatiou  devant   encore   être   identique ,  quelle  que 

soit  la  valeur  dt  x  j  |^rce  que  z  est  invariable  f  on  pourra 

j  substituer  de  nouveau  x  -^  h  k  x ,  et  alors  J^x  deviendra 

J'x  +  hfx  +  hir  ^   p'   deviendra  p'  +  hp^  +  hP' ,  et  par 

ces  aHbalsIiitttnf  dl  ç«tW  défa  «onnnea  four  ^^^x  ^.  pj 


/ 
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l'équatioa  (2),  «près  la  division  par  h^  se  parUgera  encore 
en  deux  autres  y  dont  l'une  sera 

fii  X  4-  pV  (-5  —  ^)  —  V'  =  <>•••  -W' 
On  troarera  successÎTemen^ 

fnix  +  p^^{z  —  a:)  —  3f>^=  o. . .  .(4), 

yiT,x  +  p^\z  —  X)  —  4p'"=  o. . .  .(5) , 

etc. 

résultats  dont  la  loi  est  facile  à  saisir.  De  cette  suite  d'équa- 
tions (2) ,  (3) ,  etc. ,  on  tire 

p  =  j'x    +    f   («  —  «), 

,        /'*    a.  ^-^  rz  -  x\ 

«w_  J ^-  Zl_  (z  —  a:). 

.  '4  4 

etc. 

Ces  valeurs  substituées  successivement  dans  (1)  ,  donnent 
cette  suite  de  développeniens 

/z=/r+(z  — »)/'a:+  {z  —  x)-p' 

(z— «)4 

etc. 
l«sqa«b|  par  U  changement  de>«— •«  en  1,  deviennent 
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«•     „  ^ 


I  •  3  *  •  3 


etc« 


i» 


en  sorte  que  si  l'on  s*arrétc  au  terme  ■  f^'^)x ,  le  reste 

de  la  série  sera  'exactement  représenté  nar         -  p("), 

'^  ^      1.2.  «.«n  '^ 

Prenons  pour  exemple 

„  JC*  —  o* 

X 

on  aura 

y^:  =  I  4"  «*ar-»  ;  /«'a?  =  —  aa'jT-',  etc. , 

et  si  Ton  veut  arrêter  le  développement  ày^x,  on  trouvera 


mais 


i9 


fz^fx        f— 

X  ••—  «p  t'     I  I  I  I  II ■' I  ■  as  I  j-i  ■  '  ■  '  I 

Z X  zx 

«e  qui  donne,  en  se  differeatiant  que  par  rapport  à  :r, 

p'  =: = —  et  p^  = =  -. , 

on  a  donc 


t» 


1     •  ^ 


*       ■ 


x^i 


«I 


A  5a  hwçùim 

Soit  oncore  la  fonction  radicale  y^x  :  on  mam 

i/«. —  y/x  1 

et  conséquemnoent 


^._ 


4  [y/*  +  V^ï'^V*  ^ 

etc. 


on  tire  de  là  ces  yateurs  des  termes  sommatoiirea 


p(z  —  x)  = 


J^{Z 


i* 


Tels  sont  en  effet  les  résultats  obtenus  par  l'algèbre  ordinaire, 
page  lo ,  de  la  TTiéorie  des/onciions  analytiques^  Mais  nous 
observerons  que  très<-souvent  on  trouTe  par  cette  analyse  le 
reste  de  la  série ^  égal  à  la  fonction  ménxt  f  {x-^  i) ^  moins 
tous  les  termes  déjà  employés  |  ce  qui  ne  fait  rien  connaître  ^ 
c'est  ce  dont  on  s'assurera ,  en  l'appliquant  à  la  fonction 
(  JT  4-  *'  )"*•  Ainsi  nous  donnerons  à  la  suile  une  autre  nié-^ 
thode  qui  s'étend  à  toutes  les  fonctions. 

Si  l'on  reprend  l'équation  identique 

fz=zfx  +  p{z^x)^ 
et  €pi*on  suppose  que  ce  soit  ]^  ei  non  plus  x  qui  varie  ,  on 
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trouYtra  ^  par  une  analjrse  seiAbUMe  à  la  précédente ,  et  en 
notant  par  7? ,  V/  ^'P>  *^^'>  ^**  cocfSciens  des  difïhenlielles 
àe  p,  prises  par  rap|fert  k  z, 

etc. 

Donc 

P=fZ'^  >  («— *) 

P^  "P   /  X 

r         ^  a 

etc. 

Substituant  successivement  dans  l'identité 

îl  vient 


fzz=fx^(z  -  x)f'z^{z  —  xy  y 

/z=fx  +  iz^x)/'z  —  {z  —  xy^+{z^x) 

f»z  f"'z 

•  /a=/x  +  (z^x)/-z-(z^xy  I^+(z^xy    ^ 


i.a.5. 

itip 


etc. 
ce  qui  donne  la  formula 


/*  ==/(^  -  0  +  «/'«  — rr /**  +  -7-^/*^  -  etc. , 

i*a  i*a»<7 


.xSa  Lsçotr» 

et  poor  i  =  z  • 

X*  ^ 

cVii  on  dciluit  encore 

/>  =  /i  ~  z/'«  +  -~y»« ^  /»V4.  etc.  ^ 

formule  qui  revient  à  celle-^i 

r  =J'-*r' -f--^ r' - -~^y*  +  etc., 

trouvée  (pag.  io5)  et  qui  sert  à  remonter  de  la  dérivée  da 
premier  ordre  -à  )a  primitive. 

L'analyse  suivante,  tirée  du  Calcul  des  fonctions  par  M.  Z*a- 
grange  y  donne  non  la  valeur  exacte  du  reste  du  développe- 
^neot;  mais  les  limites  de  l'erreur  qu'on  commet  en  négligeant 
ce  reste. 

Soit 

F  étant  une  fonction  de  x  et  de  /,  telle  qu'elle  devient  nulle 
pour  I  =  o.  Si  l'on  considère  F  comme  Pordoanée  d'une 
courte  dont  i  serait  Tabscisse  ,  il  est  clair  que  i  augmentant 
par  des  degrés  très  -  rapprochés  depuis  »  =  o  ,  l'ordonnée  F 
croîtra  soit  sous  le  signe  plus  j  soit  sous  le  signe  moins ,  par 
des  degcés  très-rapprochés  y  jusqu'à  un  certain  point ,  après 
quoi  elle  pourta  diminuer  ^  qu'ainsi  on  pourra  toujours  donner 
à  i  une  valear  telle  que  celle  de  la  fonction  ou  de  l'ordonnée 
^qui  lui  correspond ,  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée,  et 
que  potir  des  valeurs  moindres  de  iy  la  valeur  de  K  soit 
encore  moindre. 

Soit  D  une  quantité  prise  aussi  petite  qu'on  voudra  ;   on 
yoarra-  doiic  ^  d'après  of  qui  vieni  d'être  dit  ^  donner  à  i  um 
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»» 


▼ftlear  tssez  petite  pour  que  la  valeur  de  F  soit  reaferméa 
entre  Us  limites  D  eX  ^^D^  donc  la  quantitë  /(^p  +  ^)'^J^ 
sera  comprise  entre  celles-ci  »(y'«dbZ>).  < 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  ^  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X  y  pourvu  que  ^'«  ne  soit  pas  infinie  ^  parce  qu'alors  les 
coefBciens  différentiels  suivans  deviendraient  pareilleaimit  in- 
finis^ ainsi  que  V^  tlle  subsistera  aussi  en  mettant  successive- 
ment X  "{*  ij  ^  +  21  ;  x-f*  3^' ^  +  (n—  1  )  tau  lieu  de 

ce  ;  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  l'accroissement 
jf  positif  et  assez  petit  pour  que  chacune  de  ces  différences 


yt«+»0— yt«4-(n— 00 


tombe 

entre 

let 

limites 


<^ 


.'[/'(*+(A-i)0±:I>]. 


£n  prenant  pour  D  la  mém«  quantité  dans  chacune  dé  ces 
limites  j  ce  qui  est  permis ,  pourvu  qu'aucune  des  dérivëea 

soiPinfime^  ou^  en  'd'autres  termes  y  pourvu  que /'x  ne  soit 
jamais  infinie  dans  l'étendue  dexà  x-f-(/t*"-i).i  inclusi- 
vement. 

Oonc  j  si  ces  limites  sont  toutes  de  même  signe  ^  c'esC*-à« 
âm^  tontes  positives  Ou  toutes  négatives^  la  somme  des  dif- 
férences {A)^  qui  est  /(x  -j^  R{)  —y*,  aura  pour  limites  U 
sonime'des  limites^  c'est-à-dire , 

Si  donc  on  prend 


n 
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abstraction  faite  du  signe  de  la  somme  des  fonctions  dérivées  , 
la  quantité  y(x  -f.  ni) '•^fx  sera  nécessairement  i^enfermée 
entre  zéro  et  la  somme 

a«{y'«+/'(a:+  0  +/»(«+ai)+. . . .+/'(«  +  (»— OOf- 

Donc ,  si  P  est  la  plus  grande  valeur,  positive  ou  négative 

des  quantité? /'x,/'(x  +  0 /'(*  +  (»— O  «)  >  1* 

quantité  f{x  -{-ni)  — ^  sera ,  à  plus  forte  raison  |  renfermée 
enti-e  zéro  et  2nîP. 

Or^  comme  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra ,  on  peut^ 
en  même  tems ,  prendre  n  aussi  grand  qu'on,  voudra ,  on 
pourra  supposer  le  produit  in  égal  à  une  quantité  quelconque 
Zf  positive  ou  négative,  puisque  l'accroissement  i  peut  être 
pris  positivement  ou  négativement  |  toujours  sous  la  condition 
quc/'j:,y'(jc  +  t),  etc.,  conserve  le  même  signe* 

La  quantité  f{x*\-ni)  — /r  deviendra  ainsi y(jr-f-z)—y}r, 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  r,  qui  s'éva- 
nouit lorsque  x  =  Oy  la  quantité  x  pouvant  être  regardée 
comme  une  constante  arbitraire^  de  même  la  fonction  dérivée 
f'{x  -|-  ni)  deviendra  y  (« -|-  «)  et  représentera  le  coefficient 
différentiel  àtf{x^z)  qni  est  le  même,  aoit  qu'on  <He- 
rcntie  par  rapport  à  ;r  ou  par  rapport  à  «  :  les  deux  limites 
seront  zéro  et  arP,  ety(x+r)— y*  aura  même  signe 
que  tkzP, 

On  peut  donc  conclure  ^  en  général  >  que  si  P(x4-^)  ^ 
eansiwnment  des  valeurs  fiùes  et  de  même  signe,  depuis  z=o 
jusqi^à  z  j  et  que  P  soit  la  plus  grande  de  ces  valeurs  y  abstrac' 
don  faite  du  signe  ^  la  fonction  primitive  f(x4-z)  —  fx,  prise 
de  manière  qu'elle  ^évanouisse  pour  z  =  o  ,  sera  renformée 
entre  zéro  et  azT ;  par  conséquent,  elle  aura  toujours  aussi 
des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  ta  Jonction  dérivée  ^ 
si  %  est  positive,  ou  de  signes  différens  si  z  est  négative.  Oa 
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ne  rappellera  que  le  signe  de  g  dépend  de  celui  de  iy  et  que 
celui  de  P  dépend  da  signe,  toujourt  le  méme^  des  fonctions 
dérivées. 

Voici  maintenant  conunent  ce  principe  s'applique  k  la  dé- 
termination des  limites  du  déreloppement  de  y  (x  4*0* 

Soient  d*abord  p  et  f  les  valeurs  de  x^i  qui  rendent  la 
fonction  dérivée/*' (jr*f-i}  la  plus  petite  et  la  plus  grande ^ 
en  regardant  x  comme  nne  quantité  donnée.,  et  faisant  varier 
i  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  quelconque  donnée  de  ^^ 
donc  y  p  sera  la  plus  petite  valeur  de  /'{x^^i) ,  ttj'q  sera 
sa  plus  grande  valeur;  par  conséquent^ /' ( jp -|- 1) **y^/^  ^^ 
y^'9  «— y'(x  4- <*)  seront  toujours  des  quantités  ^sitives  dans 
cette  étendue  de  valeurs  de  /•  Il  est  nécessaire  d'observer  qu'il 
iâttt  entendre  par  quantités  plus  grandes  et  pins  petites  abso* 
Inmenty    celles    qui    sont  plus  avancées  vers  l'infini  positif 

et  vers  Tinfini  négatif;  en  sorte  que  a  étant  ^ 6,  on  a 

—  a  <— &.  Donc  ûf'[x  4-î)  ^1  toujours  négative  depuis 
is=zo  jusqu'à  i,  on  aura  encore;  d'après  cette  observation  ^ 
les  différences  /'(*  4-  i)  — /'p  et  f'q  — /'(«  +  »  )  positives. 
Regardant  ces  deux  différences  comme  des  fonctions  déri- 
vées relatives  à  la  variable  t,  puisque  i  seul  vaMe,  leurs  fonc- 
tions primitireSi  prises  de  manière  qu'elles  deviennent  nulles 
pour  i=:  o,  seront,  à  cause  de  o^  |  p  et  f  constantes 


(•)  Il  est  dair  qne  Pintégwle  do/'  (x+i)  — />«tf(r  +  i)  —  ifp 
puîiqtt'en  difliérentiaoe  ptr  rapport  &  i ,  on  trouYe  ,  cn*iie  retenant  qiie  1« 
coeffidcnt,  la  dérivée  propoeée^  mais  eo  ajoutant  Ja  constame  qui  dokr 
completter  toate  intéjpale,  on  a/(ap'4-i)  —  i/p  +  Cjet  eonunc  oelto 
intégrale  doit  deTenir  noUa  pour  <  =  o ,  on  aura  cette  condition 

fx+CsiOy    d'où    C^-^fx* 

Donc  y  la  fi>ncuon  primiÛTe}  prise  de  manière^  qa'elle  s^érandiûsse  poux 
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Ainsi  ;  pourvu  que  /'(  a:  +*  »  )  ne  soit  jamais  infinie  depiuV 
I  =  o  jusqu^à  ia  valeur  de  i  qu'on  considère ,  ce  qui  aura 
lieu  si/'p  elf'q  ne  sont  pas  infinies.,  on  aura,  par  le  prin- 
cipe précédent,  si  &  est^  positif, 

J{x  +  i)—fx~if'p>o,     i/'q-/(x+i)+fx>oy 
4'ott  l'on  tire 

Ainsi  le  développement  de  /(x^i)  est  compris  entre  le» 
deux  seconds,  membres  de  ces  inégalités. 

Supposons  ensuite  que  p  et  q  soient  les  valeurs  de  x-i^i^ 
qui  rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  y ^/(x  ^  i), 
la  plus  petite  et  la  plus  grande,  en  faisant  varier  i  depuis 
zéro  jusqu'à  une  valeur  donnée  de  /  :  on  aura  f^p  et  y'q 
pour  la  plus  petite  et  la  pliis  grande  valeur  dey^(a:-f-  ^)r 
par  conséquent 

f9(x  +  i)—jnp>o.   rq—f«(x  +  i)>o. 

Regardant  ce^  différences  comme  des  fonctions  dérivées  rela- 
tives à,  la  variable  «s,  leurs  fonctions  primitives  prises  de  ma* 
nière  qu'elles  soient  nulles  pour  i=o,  seront  {note) 

f\x  +  i)  ^f'x  -  ipp ,     ijnq  -/'(  X  +  I  )  ^j'x. 

r 

Donc,   pourvti   quey^(â?-f~0  i*^  ^^^^  jamais  infinie  dans 

toute  rétendue*de  i&=o  à  /,  ce  qui  revient  à  ce  qtia  J^p  et 

y"q  ne  soient  pas  infinies,  ces  deux  quantités  seront,  d'après  . 

le  principe  ,  toujours  positives  et  finies  ,   i  étant  positif)   et 


i  =  o  ,  est  en  effet  /{jt  +.  ^)  — />  —  if'p.  On  trouTcnlt  de  la  mâm< 
Miiuièrt  la  leconde  intégnilç.  ^ 


I 
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en  les  regardant  comme  des  fondions  dérivées  par  rapporta 
I,  leurs  fonctions  primitives  ,  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  pour  *  =  o  ,  seront ,  à  cause  ûe;  x ,  p  ,  q  constantes-. 


i^ 


Ces   nouvelles  quantités   seront  donc  aussi ,   par  le  même 
principe  y  touî.onrA  positives,  et  ofi  déduira  de  là 


i» 


im^  j'ti 


f{x  +  i)  </r  +  ipx  +  —-Pq. 


Le  resté  du  développement ,  lorsqu'on  prend  les  deux  premiers 
termes  ^  ^t  donc  comprb   entre  ^tz  deux  USiites  —^J-^'p  et 

Si  on  supposé ,  en  troisième  lien  ,  que  p  fH  q  soient  les 
valeurs  de  x  4-  ^»  SP^  rendent  fa  fonction  tierce  J^"{x  4^  /)  la 
plus  petite,  et  la  plus  grande  depuis  (=0  jusqu'à  / ,  on  niira 
les  deux  quantités /'"(x^-  **)— /"^  j  f"'q — J"*{x  -|-  i),  néces- 
sairemeiit  positives,  tïans  cette  étendue  des  valeurs  de  'i^  donc 
en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  tx  la 
variable  i,  leors  fcmdlions  primitives  prTses  dé  manière  <^'clles 
deviennent  nulles  pour  t  =  o,  seront  .  .<. 


»        V 


et  ces  quantités  s^ropt  pQsitivv^  jeL  fiiMes^  flmvU  quej^-'(a:+i) 

•      •         •  '  *  , 


^* 
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n«  devienne  pas  infinies  deptii$  zëro  jnsqn^à  i^  cN 

pourvu  que  f^p  et  J^q  ne  soient  pas  infinies. 

« 

Donc  ,  en  regardant  de  noaveaa  ces  dernières  qoanlilés 
comme  des  fonctions  dérivas  relatives  à  î^  leurs  fonctiona 
primitives,  prises  de  manière  qu'efles  soient  nulles  pour  i=zQ^ 
•eront 


«• 


JL  •  ^ 


»•» 


r 

lesquelles  seaont,  par  conséquent  9  toujours  positives  et  finies^ 
en  vertu  du  même  principe. 

Ainsi,  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme  des 
fonctions  relatives  ai,  leurs  fonctions  primitives  |  prises  do 
manière  qu'elles  deviennent  nulles  pour  i  =  o ,  seront 


f^q  — y  (x + 0  +  — .y^x  +  ifx  +fx. 


Ces  quantités  seront  donc  encore  positives  par  le  même  prin« 
dpe;  et  on  tirera  de  là 

Et  ainsi  de  suite,  .  ^ 

Considérons  maintenant  y  (x-*/),  et  soient  toujours  p  et 
y  les  valeurs  de"  x  —  i  qui  rendent  /'{x  —  i)  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  ,  en  faisant  varier  i  de  zéro  à  1;  les  diffé- 
rences /'(à  —  i)  '-^jfp ,  y?  — yC*  —  0  seront  toujours^  des 
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quantités  positives^  quel  que  soit  le  signe  deJ'Çx  —  i);mais 
oeninie  i  esC  devenu  négatif,  ces  dernières  différences  auront 
le  signe  moins  ,  d'après  le  prindpe  :  ainsi 

et  les  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu'elles  deviennent 
nulles  pour  x  =  o  ^  seront 

d  négatires  :  en  sorte  que 

On  tronverait  pour  secondes  limites 

/{*  -  0  </x  -  v*  +  -^fp-, 


i» 


Et  ainÀ  des  autres. 

Donc ,  en  général  ,  la  fonction  /(x  -)-  i)  j  soit  qae  i  soit 
positif^  soit  qu'il  soit  négatif^  sera  toujours  renfermée  entre 
ces  deux  limites 


^  **  MM 

fx+  ifx  +  4-/»*  +  7-7-5/"*+  •  •  "  +  7T /""''' 

en  prenant  pour  p  et  f  les  valeurs  de  x  '\'i  qui  répondent 
â  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des  valeiirs  à^ff^\X'^r^)y 
dans  toute  l'étendue  de  ê ,  depuis  t  =  o  jusqu^  la  «valeui^ 
actuelle  de  ^^  pourvu  que  les  deux  quantités  y^;»  ^  /^^  ne 
soient  pas  infinies.  * 
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Il  est  d'axllears  facile  de  voir  qu'on  peut  prencire  poarjt^ 
et  Jt^  une  valeur  quelconque  plus  petite  que  la  plus  petite  y 
et  plus  grande  que  la  plus  grande  âts  râleurs  de  jt^^x-^i)^ 
ce  qui  peut  'servir ,  dans  nombre  de  cas  ^  à  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites  ^  comtne  on  le  verra  bientôt  sur 
des  exemples. 

Lorsqu'on  fait  jc  =  o ,  la  fonction  ^  («  +  i)  devient  fï ,  et 
peut  représjenter  nne  fonction  quelconque  d'une  variable  «^ 
mais  comme  les  valeurs  àe  Jx^f'x  ^  f^Xy  etc^.',  lorsque  â:  =  o, 
doivent  coïncider  avec  celljw  àe  Ji ,f'i,J^i ^  etc.,  lorsque 
/ rr=  o I  il'  s'ensuit  que  si  on  dénote  simplement  par  J^  f^ 
y*,  etc.,  les  valeurs  àe  Ji^  f'hJ^^f  **C.,  pour  i=o,  on  " 
aura ,  en  général  , 


i^    -.  t^ 


/i=J+iJ^  +  —/9  +  —^r'  +  etc. , 

et  si  on  veut  s'arrêter  au  terme  dont  le  rang  est  marqué  par 

Ma  comme  le  terme  «suivant  serait  ■    ■■    ^ f/t^  il  n'y  aura 

qu'à  substituer  pour /m  la  pliis  grande  et  la  phis  petfte  v^ifeur 
de  yé^i ,  ou  des  valeurs  plus  grandes  et  plus  petites  que  Celles- 
ci  ^  et  l'on  aura  les  limites  du  reste  du  développeoient. 

Puisque  ces  Hautes  répondent  à  la  plus  grande  et  a  la  pins 
petite  valeur  de  /(/<)  i,  il  est  clair  qoe  la  valeur  exacte  du  reste 
du  développement  de  la  ftmttion /*! ,  répondra  à  une  vai^tir  in- 
termédiaire de  yt^)  if  qui  pourra  être  représentée  par  ff*jf 
•n  prenant  pour  jf  me  quoatité  entre  Jéra  tt  i»  Il  ma  de  b 
qu'on  pourra  tottjonrs  repréMUter  d'un«  nhanière  finie  le  déve- 
loppeitient  d'une  fonction  quelconque/*^ ,  en  j  nstroduisant 
quantité  inconnae  moindre  que  O  Ainsi  oo  a  €«  théorème 
Ijrtique  remarquAbie  par  sa  simplicité  : 
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c 


nfyj^jf sont  Us  valeurs  de/i,  en  j  faisant 


ou 


On  a  par  là  ,  dit  M.  Lagran^ ,  une  démonstration  rigoureuse 
de  cette  proposition  qu'dn  "é'étaît  contenté  de"  supposer  jus^ 
quHci^-^ivoir  que,  dans  le  développement  d'*uiie  fonction ,  on 
peut  donner  à  la  variaWe  sbîvant  laquelle  est  ordqyné  le  dé» 
veloppement  ,  une  valeur  dsèex' petite  pour  qu'un  terme  quel- 
conque de  la  série  ,  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux 
qifi  le  suivent  )  car  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  prendre  f 
assez  petit  pour  que  Ton  ait      ' 


1.20*.  (/MT-l)  'l.2;S.;.«.  >• 

I 
condition  qui  se  réduit  à  celle-ci  ff^*^^*i  >;  —    JV*)  y  ,  à  la- 

quelle  il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satisfaire^  çn  diminuant  ^ 
la  valeur  de  î  /pourvu  qu^dii  njaï^" pa^ j^C'*""* )  =;;? o..     .     . 

On  peut  démontrer-  de  la  mèn^e  c^anière  ^iie  aï  Ton  « 
deux  fonctions,. difTéren tes  yi/  et  /^i  qjui  soient  tellea  qne  les  fê 
premiers  termes  du  développement  de  fi ,  soient  respective* 
ment  égaux  aux  ^  premiers  «ermes  du  dé  veloppement  fie  Fi) 
on  peut  ^.  en  diminuant  l9/,qft(antité  t,  rapprocher  lea  valeurs 
de  ces  deux  fonctions ,  a  tel  point  que  la  valeur  d'aucune 
antre  fonction  ,  telle  que  ci  ^  ne  puisse  jamais  to^iber  entre 
ces  valeurs,  si  les  ^  premiers  ternies  du  développement  de  Ci  ^ 
ae  coïnciacBt  pa«4iuui  avée  ceux  du  dëveioppcmeut  de/ïel  ^i  ; 
car  la  différence 


i" 


1 «z*^* • • «^ 


\\ 
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oïl  la  cjuanlilé  j-,  plus  petite,  qi^e  ij  pourra  être  diiSereate 
dans  les  dejax  fonctions  :   âû  lieu  que  la  différence 

'M 

9 1  -/i  =     ■'        ^  (  *.*  -/*  )  +  etc.  +  — ^r (W"  —y/) 

A  étant  ^  ^  :  et  Ton  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  if 
le  rapport  de.  cette  différence  à. la  première ,  deviendra  lou- 
jours   plus  grand ,  à  moins  ^u'on   n'ait  aussi  ç^  =/ a. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigou- 
reuse du  calcul  différentfel  k  la  géométrie  ;  comme  on  Je 
verra  dans  la  seconde  partie  de  ce  traité.     « 

Supposons  ,.  pour  donner  quetgues  exemples  ,  Jx:=:x^  ^i 
Consèqûemhienty(a:  +  ij  =  (j:  -|-  î)""  :  donc 

fx'=z  mx  '^' ,  px^  m{m  —  i  )  jc""^- , 
"  /'^à?  =  nr(7^.~  ij(in— 2)^:"»-^,  etc.,       • 
et  en  général ,  ,  , 


Q  étant  =  rnC7n  —  i)  (m — l)..  • .  (m  —  (^  —  i ))  :  on . aura  donc 
J\^  (  x+i)  =  Ç(:r+  î) ""-^^  ;  et  l*bn  voit  que/C'*)(jc  +  i)  ne  peut 
jaiuais  devtmir  infinie  tant  que  x^i  n'est  pas  ^éro,  et  que  ^ 
n'est  paa*>m.  On  voit  aussi  quela^pfus  petite  et  la  plus  grande 
valeur*  de  Q  (x  -f-f)  ''""  ,  répondent  l'une  à  i  =:i  o  ,  et  l'aulre  à 
ï,  de  sorte- iquc  les  vallears  p  tt  q  seront  x  etjc+t ,  ou  a?-}"* 
et  X,  Donc  j  en  général ,  le  développement  de  (x  -f»  i)"*  sera 
compris  entre  ces  deux  limites  y  déduites  des  développe- 
mens  (A)  , 

1*2  2. 3. ..M 

I  •  2  2.3.  ...^ 
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Soit^  en  second  Heu^ 

on  sait  (pag.  35 ,  4?  )  T^^ 

Donc  j  en  général  ^ 

et  Ton   Toit  que  k   plus  petite  et  la  plus   grande  yalenr  de 
y*^^  (a:  +  i) ,  répondent  cncbrjfr  à  isro  et  à  ù  Ainsi  on  aura  ,  en 
faisant  j:  =o ,  ces  développeinens  déduits  de  {B)  j 

I  •%  1»2.0  1.2. ^...^ 

1.2  1.2.3  ).a.^...iC 

pour  les  limites  de  la  valear  de  a^j  oii  Ton  pourra  prendre  dans 
le  dernier  terme  ,  au  lieu  de  a*  ^  udc<  quantité  iqnelconque  plus 

grande. 

*'    '    ' 
Soit  •  en  troisième  lieu , 

;  '         '  ' 

/  indiquant  le  logarithme  népérien.  On  a  (pag.  37,  48)  ^ 


Donc 


/W-(x+  ,yr,,-j,  ^-^-r-U-!)^  -^ 


-.-  ,    ,  -  .     -'  T^-t-*A 


(*+'; 


la  signe  supérieur  étant  pour;  Je  cas  de  ^  impair  y  et  rinfiTriôur 
po^r  celui  de  ^  pair;  Il  est  clair  qu^  f^purvu  qU^  ^^-^  ne  soit 
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pas  zéro  ,  la  quantitëy(/«  >  (or  >(-  i)  ne  sera  jamais  infinie ,  et  qae 
sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  répondront  encore  à 
î=^o  et  à  ^  On  aura  par  les  formules  (A)  ces  deux  limites  de 

«pH ;+  -r-5— etc....±:  

oii  Ton  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valteur  quelconque  pios 
grande  dans  le  dénominateur  (x  -f*  0  ^* 
Soit;  en  quatrième  lieu  ,. 

on  aura  (  pag.  ^i ,  52) 

fx=xas  X ,  px=.  — sin  JT ,  /«ar=— cos  jc ,  /^a?  c=sin  jr ,  etc. 
Donc ,  en  général , 

/W  (ar  +«)=±8iB<j:-f.ï)  ou  =±co8  («+  i) , 

suivant  que  /k  sera  de  IHine  de  ces  formes  411 ,  4»  4-  a,  4a -f- 1, 
4»  4*  ^  >  '*  étant  un  nombre  entier  quelconque  j  ce  qu'on  peut 
renfermer  dans  cette  expression  générale 


D  étant  Taugie  droit,  ainsi  qu'on  peut  i«.  vérifier  sur'ies  quatre 
formules 

/  [po+i)  =Ç08  (x  +  *),/» {x+  i)  =— dn^x  +i)  , 

/"(«+*^=— cos(ar+Ox/'*^(i+0  =sin(x-f.O- 

Or  y  quelles:  que  soient  les  valenrt  de  â:  et  i ,  il  est  visible  qne  la 
plus  grande  et  la  "plus  petite  valeur  de /C^)  C*+f);  se^'ont  J|-  i 
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et  —  1.  Ainsi  on  aura  pour  le  développement  de.ain  (d?+ 1),  ces 
limites , 

sinâT-f-t  cos^c— ^-^siiLx rCOsa:+,..± 


i«.a  1.2.5  1.2.3...^  ' 

Si  on  fait  x=Oy  ces  limites  deviendront  pour  sii^  £ 

*—"  »     "P  -  •  •  •  •  •31  „         î 

l»3«d  I«2.««d  I«2»d.fi 

et  pour  xz=2D ,  on  aura  pour  les  limites  de  cos  i  ; 

I  "-7TT 5-7— etc.,  ± r ^ 

en  observant  qu'on  doit  prendre  pour  /•  le  nombre  im- 
médiatement plus  grand  d'une  unité  que  l'exposant  de  *  dans 
Je  terme  auquel  on  voudra  s'arrêter.  En  sorte  que  si  l'on 
Teut  ne  prendre  de  la  série  de  sin  î,  que  jusqu'au  terme.  *. 


.^5 


1  .2. ..5 


inclusivement I   le  reste  sera  compris   entre. 


i« 


1.2... ..O  . 

Nous  avons  donné  (pag.  84  et  85)  la  série  du  développement 
d^0(j^+à  ),  en  supposantes  tango:  et  ^j'=z;ar,  et  nous 
avons  trouvé  m  générai /C**)^  — ±2.3* .  •  (/«  — 1)  cos'^ar  x  sio 

ou  cos  ftx.  Donc  on  aura  aussi ,  en  faisant 

jr-^h=  tang  {x  +  i)  =  tang  2.  , 

fin  (y  +/i  )  =  ±a.3. . .  {jé—\)coB'^z  X  sin  oU  cos  fiz. 

Or,  quels  q«e  soient j-  eth^  il  est  vîsiblô  que  la  pîus  pcliîe  et!* 
Ja  plus  grande  valeur  de  cos'*zx  sin  ou  Cos  f«a ,  seront  —  1  et 
+  I  :  Q*t^on  peut  d*abord  conduire  que  la  .série  e^t  vraie  pour 
des  valeurs  quelconques  de  x  et  î  ,  et  que  si  l'on  veut  s'ai'r^f cr  au 
terme  ^■■« .  le  reste  de  la  série  sera  nécessairement  renfermé  entré 


*  66  Leçons 

les  Mmiits  ± —    Ainsi,  en  faisant  ^  =  0,  onaqra  ces  limites  de 
arc(tang=A),  ^ 

oîi  ^  est  le  rang  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter. 

On  peut  encore  résoudre  ia  question  des  limites  par  l'ana- 
lyse suivante. 

Si  a  est  une  constante,  si  les  fonctions /'(a — x)^f^(a — jc), 

/"' (._.),  etc.,  dérignentËZIfZZfi,    tll^IIf}  ,  ... 

UX  QX"^ 

^^ f(a ' x)  f^  x^ 

—^ ,   «t<^-7  etyj— ^d4r/-(a  — a:)   indique  /'w- 


x^ 


tégralcde  7^  ^^ /''' (a—x)^  c'est-à-dire,  la  foncUon  qui 

X^ 

a  pour  différentielle d«  /"  (  a  —  jc  ) ,  je  dis  qu'on  a  , 

par  exemple ,  Pidentité 

fa=fia  —  x)  +  xj'{a-x)  +  —/i'(a  —  x). 

1 .2 

En  effet,  en.  diffcrentiant  de  part  et  d'autre  par  rapport  à  jr^ 
et   ne  retenant  qne  les  coefUciens  différentich,   on  trouve 

» 

o=—/'(a—x)-xfl(a—x)—~f"{a~-x) s/"(«— «) 

1.2  1.2.3         ^  ' 

en  observant  que -chacun- des  termes  de  la  suite,  à  Tcxcep- 
tion  du  terme  J^ ,  est  un  produit ,  et  que 

Jj^' ^=^  — y  ^"+0  (a  — x).  On  a  donc  généralement 

ridenlilé    .        .  ' 
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x"* 


fa  =f{c-x)  +  xr{a^x)  +. . ..  +  ———/ ir^^a-x) 


't/  1.2... .m      "^  ^  '^ 


conclusion   qu'on  déduirait   directement    de    rintégration   par 
parties  de  uàv ,  u  et  f  étant  deux  fonctions  de  x  (*}. 


(*)  Pour  démoÉtrer  celle  formule ,  doni  nous  ii''avon5  £iit  que  constaier 
r«xacûtade  ,  ioieiit  «  et  c  deux  fonctions   de  2* ,  et  IVxpression  différen- 
tielle ud»' ;  si  Ton   dési^^ne  par  ce  signe  y,  mis  en  a^'^t  de   uàv  et  de 
%*Au^  les  fonctions  primitives  ou   les  intégrales  des  différentielles  uà*f  et 
f^tty  on  aura 

fuài^zz  C-hUt^^fi^a  ,   .    .    .  (f) 

C  étant  h  constante  arbitraire  qui  oomplette  Tintégrale.  En  effet ,  si  l'on 
diflcrenue  de  part  et  d*autre ,  en  observant  que  la  .différentieJle  d^une 
intégrale  indiquée,  est  la  quantité  sous  le  signe  y ^  et  que  la  différentielle 
d'une  consiante  est  nulle ,  on   aura 

udi*  =:  i*i/t/.  H-  Pdu  —  uJu  y 

et  cooséquerament ,  après  la  réduction ,  ud»'  ==  udv.  Si  Ton  vent  pareille^ 
ment  développer  l'intégrale  indiquée  f^^du^  cW-À-dire-^  1\  d^<^rop<]FBec 
en  deux  termes ,  on  aura ,  en  porant  du  =:  udx ,  f  uâx  ^  V , 

/•/du    ou  /u'.i/dx  =  u'V  — /'i^i/;''      *     ' 
donc  ^     , 

—y  mJm  =  —  u.  V  -h/  Vd«  , 

r  • 

et  «onséqUctnifient  '     '  * 

•        ...»        o 

Qu'on  pose  du'  =  uàx  ,  fvdx  =  'V ,   et  on  aura 

/VdB'    ou    /"u'.Vdx  =  tt".V  — /Vdu'. 


Ainsi  ,     ' 
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dar/«'^(fl  — «),   on 

•remplacera  le  facteur  variable  /**(a  — x)  par  le  facteur 
constant  M ^  qu*on  supposera  plus  grand  (|ue  la  plus  grande 
de  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  /'*  (  û  —  jc),  en  fai- 
sant varier  x  depuis  zéro  jusqu'à   sa  valeur  actuelle  x  :  ainsi 

y'*          JC^                                          x^ 
M p  àx  qui  est  M î: —  ,  surpassera    la    valeur  de 
1.2.^                          i.a.3.4 

l'intégrale.  Pareillement,  bi  l'on  écrit  au  licli  d^  /»▼  (ci—- jc)  la 
constante  N  pnse  égale  à  la  plus  petite  des  valeurs  que  reçoit 

En  ûûaant  encore  du''  =r  u'Ax ,   f'vàx  rs*^t*^  on  aura 

-  rt'AJ'  =  ^  n'"  'V  H-  /""i^  dii*'. 
Donc 

fuâu  =  C  -4-  u«  —  tt'.  V  -4-  tt".  V  —  tt'"  .  'V  4-  /iitT  «Tj^ii  ; 

en  obaorvant  qu^il  ne  £ua  ajouter  que  U  «eule  oonstanie  6\  parce  qn^en 
total  y  toutes  ces  intégrations  par  parties  ne  servent  qu'à  développer  /  udv* 

Faisons,  dans  la  formule  (i) ,  di/  =  dx  ,  u  =  f'  ( a  ~  r ) ,  oette  formule 
deviendra 

,    fp'{a^x)  djp  =  C-4-xf'(tf  —  jr) -h /*>*'(«  —  x)  dx, 

en  observant  que  du  =  —  dxf''(fl  — x).  Mais  fp^ a«— x)dx=;— #(41  —  x)\ 
donc  ndentité  précédente  devient  - 

—  #(«  — x)  =  C-4-xr'(a— x;H-/"xf"(a— x)dx. 

Si  Tintégrale  fxf'{a  — x)  dx  doit  s'évanouir  pour  x  =s  o  ,  on  aura 
—  fa  ^  Ct  et  oonséquemment  * 

—  #(  a  —  X  )=—>«  + X /(«  — X  )-*./' X  #"(  a  ^  X  )  dx  ; 

d'où  Pon  tire 

fa=s#(a  — x)  ^xf''(a-.x)-4-/'x#'(a-^x}  dx. 

« 

Si  Ton  exécuta  m  partie /ia:#''(  a -•x)  dx  on  /f>'(â  '■^x).^tàxf  on  aura 
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Z"*^  (tf  — a?) ,  depuis  «  =  o  jusqu'à  «=;«  ,  on  trouvera  pour 

riniégrale,  IV  ^  ^  ^      ,    quantité  moindre  qiie  la  plus  petite 
valenr  de  l'intégrale. 

Ainsi  le  terme   /^j-^   da:/»^(a  — ar)  est  égal  au  pro- 

duit  de  —  par  une  quantité  comprise  entre  M  et  iV, 


i.a  •/    i.a 

et  pamUement 

/•  -T'dx  X*  /*    x' 

i.a  1.2.3  J   1.3.5  ' 

Pooc  enfin  ,  on  a  ce  dévelopjpeiiient  yérifié  dans  le  texte , 

'  i.a 

Comme  lien  n'empêche  de  reculer  le  ternie  int^çral  amai  loin  qne  Ton 
Tondrf  y  on  poom  kcrim 

i.a 

^ --#*(«  —  *)  +  «•«• 

i.a.3 

Si ,  dans  cette  identité ,  on  écrit  d'aboid  «  +  j-  ponr  a ,  et  qu'on  change 
ênauite  a  en  x  et  x  en  i,  on  retombera  lur  le  déTeloppemeot  do  laylon 
hù  êevl  changement  de  a  en  x  dans  ndemlté  préoédenfe  conduit  a 


#x  =r  f  o  -f-  xf'o  -f-  f^o  +  etc. 


i.a 
.^  cit  le  théorème  de  Maciaurin, 


X* 
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c'csl-à-dire ,  par  /'^(a— x)  pour  une  valeur  de  x  prise 
entre  zéro  et  la  dernière  valeur  ,  ou  la  valeur  actuel[e  de  x. 
Oii  peut  représenter  cetle  valeur  jnlerniédiaire  de  f'^{a — x) 
par  y*^  (a — (a?— y),  /  représentant  une  quantité  entr« 
léro  et  x^  -ainsi  on  aura 


a;* 


Ja=fia-x)  +  xf^{a^x)  +  —-p{a^x) 

1  •  3 

que  l'on  change  maintenant  tf  en  a  -{-x  y  et  l'identité  pré- 
cédente deviendra 


X 


,1 


«5 


f{a  +  x)  :=fa  +  xf'a  +  -_  y»a  +  __  /»'« 

si  Ton  écrit  «  au  lieu  de  a  ^  et  î  au  lieu  de  ^r^  on  retrouv^a 

enfin 

.,  '  .3 


i4 


^  1.3. o>4 

oii  y   est  ync  valeur  intermédiaire   entre  zéro   et  raccroisse- 
ment  i  de  x.  ' 

Celte  analyse  que  nous  étendrons  bientôt  aux  développe- 
mens  des  fonctions  de  plusieurs  yariables  ,  exige  qucy*'  {a—rx) 
ne  devienne  pas  infinie  par  toutes  les  variations  de  x  depuis 
zéro  jusqu'à  x  ,  ou  que  dans  Iç  développement  àcj'{x  +  i)^ 
la  fonction  /'^{x  -^  i)  ^ne  devienne  pas  infinie  depuis  x  jusqu'à 
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CHAPITRE    XII. 

Application  du  Calcul  différentiel  aux  développe^ 
mens  en  séries  de  quelques  fonctions  d'une  seule 
'variable. 

Dans  le  chap.  VII 9  nous  avons  donné  Je  développement  de 
Tare  suivant  les  puissances  de  la  tangente.  On  pourrait  aussi 
développer  Parc  suivant  les  puissances  de  son  sinus  y  de  son 
cosinus  j  et  enfin  suivant  celles  de  Tune  quelconque  de  9/t%  lignes 
trigonométrîques* 

JLa  solution  de  ces  questions  exige  qu'on  ferme  les  coeffi- 

dy*        d^T* 
ciens  différentiels-^,  ■ ,   etc.  ,j- étant  l'arc,  et  a:  la  ligne 

trigonomé trique  ,  qu'on  y  fasse  a:=o,  et  qu'on  change  i  en  je 
,  pour  connaître,  [f) ,  ( j^°),  etc.  Mais  à  l'égard  des  expressions 

dont  il  s*^^\\.  ici ,  la  loi  des  coefliciens  numériques  (j^),  {x'^)>  etc. 
obtenus  comme  iious  venons  de  le  dire  ,  '  est  très-irréguliére  ,  et 
conséquemnient  on  ne  peut  s'en  aider  dans  la  formation  succes- 
sive des  termes  de  la  série.  L'analyse  suivante  donne  le  terme 
général  du  développement ,  et  conséquemment  la  loi  de  U 
série. 
Soit  donc^s:  arc  (sin  =r  a?)  :  on  sait  (  pag.  43  )  que 

jr  _         » 

Si  l'on  développe  (i  — xxy^  par  la  formule  du  binôme»,  on 


f 


\ 
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trouvera 

I  _L    _L  I       3      5 

<ix  I  •  1.2  '  1.2.3 

I      5      5       2/?— I 


22a'        2 
+ 5 jef 

1.2.5*  .  •/? 

Mais  on  a 

*■  1*2  1.2*3 

,      0"') 


I •2.3. • .n 


JC". 


En  difTérentÎAnt  et  observant  que  0^)  ,  fy-^*»)  ,  etc.  ,   sont  des 
constantes,  il  vient 


•  •  •  • 


'      + 


a 7 ^^ 


La  comparaison  des  termes  généraux  des  deux  développe- 
mens  de  — —  ,  4onnc,  i«,  entre  les  exposans  de  Xj  celte  re- 
lation y  •        ' 

2/7  =  n  — I ,  d*oii/i=2;>-J-'i5 

2^.  entre  les  coefliciens 

1      3      5        2;?  —  I 
(T^^)  2      2      a     "       2  i.5,5-..(2;i — 1) 

1.2..*(/l Ij  l.2,3 p  2.4.6. ...2/7         * 

en  mulUpliant  chacun  des  facteurs  du  dénolftinatenr  par  ie  dé- 
nominateur du  facteur  qui  lui  correspond  dans  le  numérateur» 
Donc  on  a  pour  terme  général 
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* 

Pour  x  =  o^    ona^  =  (^* )  =  o.  On  fera  ensuite •  .^ 

^=  I,  =:a,=3,  etc. ,  hypothèses /jui  donnent  /i  =  3,  =:5,=:'/y  etc., 
ce  qni  apprend  que  le  développement  ne  conserve  que  les 
termes  de  puissances  impaires  de  jp  ,  au  nombre  desquels  doit 
se  trouver  le  terme  en  x^  qu'on  ne  peut  tirer  du  terme  général^ 
parce  qu'il  serait  donné  par  psszo.  Pour  l'obtenir ,  il  faudra 
avoir  recours  à  ^expression 

éjr  I 


\ 


dx         \/i  —  xx 
^uî ,  pour  xszOf  donne  (j^<*  )  =  >*  O'^  trouve  ensuite 
(/''»)  =  I,    (jr^*)=3.5,    (j^-*-)  =  5,3-5.5.etc.,, 

et  conséqnemment 

..         ^  «3        i.3.a:5      i.3.5.aî7    . 

arc(«ins=)=3g  +  — ^+-    a   c  +  ^  /   a  rt  +  ^^^'^ 

développement  connu. 

On  s*y  prendrait  exactement  de  la  même  naanièrc  pour  ob^ 
tem'r  les  développemens  suivant  l'arc ,  de  arc  (  cos  =2x)  y 
Arc  (  tang  =  a:  ),  etc. ,  applications  que  nous  laisserons  à  faire. 

La  formule  de  Maçlaurin  ne  peut  plus  être  employée  ,  ainsi 
qne  nous  l'avons  déjà  reconnu  y  lorsque  quelques  -  unes  des 
fonctions  {^••) ,  {y^^  );i  «*^«>  deviennent  infinies  ^  parce  que  la 
fonction  ne  procède  plus  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.  On  pent  alors  faircy=«*z,  en  déterminant 
l'exposant  k  sous  la  conditipn  que  x=  o  ne  rende  infini  aucun, 
des  coeffidcns  {y)  ^  (j^^*)KCtc.. 

Si  9  par  exemple ,  on  veut  développer  cot  x  en  série ,  comme 
on  reconnaît  d'avance  que  ce  développement  ne  peut  procéder 


\ 
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suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  y  puisque  pour 

a  =  o  ,  y  =  cot  o  =00 ,  on  fera  jr  ^-^  ss  cet  x  j   d'où. .  •  • 
«=:- y    et(pag.  41) 

SIU  X 

a  34 

1  »      * 

i-i^ ar»4 a?*—  etc. 

6  120 

Or,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  de  x,  on  trouvera  aisément 
pour  jT  =  o , 

(z'>)=i,    (z'»)=o,    (x*0  =  — 3">  ^^^* 

d'où 

;»  =  I  — = — r  j  etc. 

et 

j.=  _=cotar=ar--3--r3;3-^r^---5r3r^,  etc. 

Passons  à  l'équation 

et  proposons-nous  de  développer  jr  suivant  x  :  on  trouvera 
(chap.  VI), 

Donc  ^ 

X  3t^  X^  /    \ 

V— -  t  4-  - —  ■  -I — ■  -^  etc. . .  i  { i j. 

Si  on  yeut  développer  suivant  les  puissances  de  m ,  Pëqu*- 
tion 
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on  prej^ra  les  coefEciens^'^T*^..  —  par  rapport  à  m  ^  en  traî« 
tant  X  comme  une  constante ,  puis  on  fera  7r=  o  ^  ce  qui 
changera  y  j  y^^  •  '•  en  (y'**)/  iy^'*)  9  ^^c.  j  et  dans  la  série  de 
Aîaclaurin  y  on  remplacera  x  par  m.  En  opérant  ainsi  ^  on 
trouve 


Ce  développement  donne7'  =  QD  pour  a?  =0.  En  général, 
lorsque  pour  x=  o ,  l'équation  se  réduit  à  j^"  z=  o  ,  on  conçoit 
que  la  valeur  de  y  peut  devenir  in^nie.  Si  donc  on  veut  déve- 
lopper 7*  suivant  a?,  il  faut  recourir  à  l'hypothèse  j^  =  x*^  1  et 
alors  la  proposée  devient 

mz^  a^^  —  zx^*^ — mx^rrzo ,  ou  m-s'x^*^'  -^  zx''  =  m  , 

en  divisant  par  x^  pour  réduire  le  dernier  terme  à  un  nombre* 
L'hypothèse  k  =  1  réduit  la  précédente  à 

mz^'^xzz^m* 

îl  suffira  donc  de  changer  dans  (i)  /  en  ^,  'et  de  remplacet  x 
par — 7  ce  qui.  doii/iera  pour  L'une  dts  racines 

X 

x^      ■      x^  *   x^ 

ùm        01  m-*        240  w**         ^  ' 

L^hypothèse  A=o  donne  _.      ;  î 

Soil  JT^^ss  w  ;  oil   développera  ^  en  «  ,  au  moyen  de  Téqua^ 
tion 

mz^U'-*^z=7n  s 


•• 
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on  restituera  ensuite  «""^  pour  11,  et  pour  ^z  sa  valeur  ^,  et  on 
retombera  sur  la  série  (2).  \ 

On  pourra  encore  diviser  par  «3*  la  première  transfdttiiée  cA 
zx  ,  ce  qui  donnera 

3 

puis  on  fera  A:  = ,  ce    qui  changera  cette  équation  dans 

a 

celle-ci 

Posant  x'"'îr=  M,  on  aura 

Wïz'  — z  —  mii  c=o. 

Développant  z  en  w ,   puis  remettant  pour  u  sa  valeur  ar"f  > 
et  faisant  j^  =  za;  a  ^  on  aura 


\. 


^  =  d: — ipH qp— m».ar"a  +  etc...,...(4). 

m»        a        o 

• 

Il  faut  observer  que  la  sent  {«)  n'est  que  le  développement 
de  jr  ,  suivant  le3  puissances  entières  et^positives  de  m  ;  q«'ainsi 
les  trois  valeurs  de  y  sont  données  par  los  séries  (3)  et  (4), 
On  pourrait  encore  faire  k  égal  à  tout' autre  nombre  ,  et  même 
dégager  dans  la  dernière,  transformée  le  dernier  terme  en  j:  , 
et  déterminer  ensuite  k  coutenablenieiit)  ma^  on  n'obtiendrait 
pas  de  nouvelles  séries. 

L'équation 

j^ —  3fl«y+«*  =0, 

après  javoîrfait^~a;*.^,ètA=a,»  ~,  =i,donnelês 
séries  suivantes  : 


« 
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X*    .       ar^ 


3  a  o*        4^  Y' 

dont  la  dernière  est  le  développement  de  y ,  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x  ,  et  les  trois  premières  sont  les 
trois  racines  de  la  proposée. 

^     On  trouvera  plus  de  détails  sar  cette  matière  dans  k  nouvelle 
édition  de  la  deuxième  section  de  mon  Algèbre. 
On  propose  de  développer 

u=fy....{i), 

suivant  les  puissances  de  «,  la  variable  y  étant  liée  à  x  par  la 
relation  ^ 

y  =  fl4-i(pr....(a), 

et  les  fonctions  yy ,  ^j  étant  données. 

Si  entre  les  deux  équations  (i)et(a),  on  éliminait  jr>  u  ne 
contiendrait  plus  que  x ,  et  on  pourrait  faire  usage  de  la  for- 
mule de  Maclaurin.  Mais  le  calcul  difîérentiel  sert  à  former 
les  coeOiciens  différentiels  i/^uU,.,.  sans  recourir  à  Télimi- 
liation. 

On  déduit  de  la  seconde  équation 

^y  —m^j.^^y  .^^î.-   ^y  _„^ji2L. 
^        dr»     dy    ^     \  dr  /      d/»    ' 
tt  de  la  première , 
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àx        dx   ày  ^    cLr*        dar*  '    ày  \dx/     dj^* 

Si  Ton  fait  «s=o,  la  fonction^  et  les  coeffidens  différentiels 

dr      d'y  .     .  d^A  d(^fl)» 

dJ'  ï? deviennent  a,  ça,  »^a-^=.      ^       ; 

d'faaj'  ,  .     .  du 

■      —  f  etc.  ;  de  sorte  qne ,  par  ces  substitutions ,  u,  — —  f 

5^.... deviennent/*,  »«-j^  ,  -d7--dS-+(**^  "S?" 

d{(..)..-^} 

'  ^  etc. 


da 
Telles  sont  les  valeurs  de  («•),  (m'*),  («<'•).... Ainsi 

,>  .    d>{(,«^.x^} 

d/tf  .    «*       r    '      dû  > 

•^     "^  da  1.2  dtf 

-I 5 5 »-  ete. 

^1.2.3  da»  ^ 

développement   qa'on  peut  représenter  très  -  commodément , 
comme  il  snit: 

,u=Ja  +  x^af'a  + (  {^a^^fay 

1  •  a 


Jt» 


•  2.3 


(((pa)V'«)^+etc., 


en  notant  par  un ,  d^ux ,  trois  ^  etc. ,  accens ,  les  dérivées  pre* 
mière  I  seconde,  troisième ,  etc.,  c'est-à-dire ,  les  coefficiens 
difTérentiels  successifs  pris  par  rapport  à  a. 

AppIi(}uons  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  recherche  du  dévelop- 
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^pemeât  et  u  s=  j^ ,  en  supposant 
on  a  donc 
et  consëquemmént 

(9tf)*y^fl=  iiw"*+^*^*  î  {^^yf^  =  ywfl"**"'*"» ,  etc. 
Donc 

'  Si  l'on  voulait  le  dévelbppement  de  j^  pour  le  cas  où  l'ë^a^* 
llbn  (a)  serait 

on  en  déduirait  d'abord 

II* 

puis  on  représenterait y  par^,  ef j-  par  x. 

Si  K6tt  aiippoée  ^=1   dans  la  relation  (si)^,  on  trouve  ce 
développement  ^tjy  pourj^  =  a  +  <^ 

J  .2  tJ 

« 

développement  donpé  par  M.  Lagrange  (  Résolution  des  équa^ 
tiens  numériques  ,  noies  y  1 1  ,  ai,  et  les  Fonctions  analjT'* 
tiques  ,  97  ).  Foy,  -  le  chapitre  quatorze. 

Enfin  y  si  pour  «=  f  ^  la  forietionjy  à  développer  est  j*,  on 
9ifaz=:za^faz=L  1  ,^^=0 ,  etc.  ,  et  conséquemment 
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Appb'qoons  cette  dernière  formule  an  retour  des  fuites  ^  qoe»^ 
tion  déjà  traitée  (  pag.  87  )  y  et  supposons 

-  +  ?r+yr*+^r'  +  etc.  =  o,  * 

d'où 

y— — g-  — Y  (y+Jy  +  «tc.)- 

La  comparaison  de  cette  dernière  relation  avec* 

I 

donne 

Si  l'on  conserve  a  an  lieu  de  —  -7  ^  on  trouvera,  d'après  h 
formule  précédente  y  ^ 

j=a  —  ^  (y  +  A»+  «^<>0  +  ^{^(y  +  ^«-Hte.)*)  +elc- 

+  -^  (-  ^  (y  +  ^aH-  etcO^y  +  etc. 

Maintenant  si  l'on  effectue  les  opérations  indiquées  par  les 
accens ,  la  série  deviendra  , 

^— a— £.  (y+/fl+rti«+etc,)+-j  {^  (y+*a+etc.)' 

+  g-{  —  -p-(r  +  ^«+ etc.)'  +ete.  J+  etc. 
*  ta^       hi^        la* 

~*    "T"  c        c 

-f<«tc. 
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Ponr  en  revenir  au  résultat  dé)a  trouve  par  nne  autre  me- 
thode  (  pag.  87  )  ^  on  fera  dans  cette  dernière  suite , 

jrz=Xya=zm^  C=— «•  y=:b  yd'^z^^Cy  9  =  0,  etc. 

'  Nous  tenninerons  ce  chapitre  par  la  solution  d'un  cas  parti- 
cnlier  da  l'élimination ,  qui  peul  se  présenter  assez,  souvent. 
CoBsidtrous  les  deux  équations 

o  =  -r^  +  i?*  +  Car»  +  Dx^  +  Ex^  +  etc. 
O  =  «  +  C»  +  yjc*. 

i 

La  première  du  degré  m  j  oxi  Ay  B  y  C,  etc.  sont  des  po- 
lynômes en^y  des  degrés  m^m—  i  ^m-— 2;  etc.  1  et  « ,  C  des 
poljrnomes  eu  jr  des  second  et  premier  degrés ,  et  y  un  nombre» 

Soit =ra,^—  —  =fr:on  pourra  ;  ans  deux  proposées  , 

aabstituer  celles-ci:. 

«*=  a  4"  ^*» 
On  tire  de  la  seconde, 

•  

en  mettant  ponr  :c*  sa  valeur*  On  déduit  de  celle-ci 

**  =  abx  +  (4*  +  m)  «»  =  (a*« +«»)  +  {b^  +  iab)x 

«6  —  (flW + 5a»6-  +  a3)+  (6^  +  kab^  +  3a»6)  ar. 
et  ^  en  général  y 

(n— 5)  (  »  —  6)  (g  — 7>  ^.,»_3 


1.3.5 


a<4»-î 
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l  I  1.2 

;     (/i-4)fiî^5)(n-6)       , ,  . 

H ■ ; — ' -^— fl^A*-? -4- etc.  >jp. 

(ïes  Valeurs  de  x^,  x'. .  •  substituées  dans  la  première  ëfjuatîaa  „ 
la  réduisent  à  la  forme 

]U+Nxz=so.. 
Si  entre  cette  équation  et 

X*  —  bx  -^  a  =  o 
on  élimine  x^  on  aura  cette. équation  finale, 

On  trouve  par  les  substitutions,  et  en  ordonnant  Met  N 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  a, 

JII=iJ+{C+Db+Eb'+   FA5  + GM-fclc.  )a 

+  {E  +  !àFb  +  Gb*  '+  etc.  )  a* 

+  (  G  +  etc.  )  «^ 
..'      .  .     +etc. 

A^=  s  +  C^4,Z>i«  +  jF^î  +  Fb^  +  Gb^  +  etc. 

+  {D  +2Eb+3Fb*+/kCb^+  etc> 

+  {F+5Gb  +  eU:.y    .. 

n         P  .etc. 

Or  j  SI  Ion  poso 

B'  =B+,Cb  +  DA>  +^A5  4.F^4+  Go5^  etc. 

C'= C  +Db  +  Eb^  +  Fb^  +  GlA  J^ete. 

^'= D  +£^. +F^*-f-G63^etc, 

-^'=-* .....F   +F*'4-^**  +  etc. 

^=T •. ...F  +Glr  +ctc. 

<*'= +  G    +ctc.. 
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«t  qu'on  dîfTérentie  par  rapport  k  b^  tû  regardant  B,   C| 
JD  ^  JE  y  etc.  comme  des  constantes  j  on  anra 

-^  =D  +  itEb  +  ZFb^  +  4 G45  4. etc. 

AD' 
^-77-  = £  +  aF*  +  5G4*  +  ctc. 

^=? 3(F  +  5GJ  +etc.) 

^= +a<G+etc.) 

ctc- 
et  cons^emment 

^==^+^'«+-dr^'+— -dîT-^+^-^-^+etc. 

d6         a    d6*  a.3  d6'         a.3.4  d6^ 

c€  qui  foomit  une  règle  d'ane  applica'tion  commode  pour  le  cal- 
cal  des  quantités  M  tlN. 
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CHAPITRE   .XIII. 

Du  déi^elopp^ment  des  /onctions  de  deuœ  variables 
indépendantes;  des  différentielles  de  ces  fonc^ 
tions  ;  des  coefficiens  différentiels;  notations  de 
ces  coefficiens  ,  ^^  conditions  auxquelles  ils 
doivent  satisfaire  ;  développemens  des  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables;  théorème 
des  fonctions  homogènes. 

Nqus  n'avons  jusqu'ici  parlé  que  des  fonctions  d'une  seule 
variable^  nous  allons  considérer  des  fonctions  de  deux  variables  , 
telles  quey(a:,y),  que  nous  regarderons  comme  indépendantes 
l'une  de  l'autre^  ou  dont  l'une  ne  sera  pas  fonction  de  l'autre* 
Dans  ce  sais, 

u—f{x,r) 

•era  l'équation  d'une  surface  dont  x',jr  et  u  seront  'les  trois 
coordonnées  rectangulaires ,  u  étant  la  coordonnée  qui  se  ter* 
Diine  à  la  surface. 

Si  dans  la  fonction  y(âr,y),  on  met  à- la -fois  x^  i  ï.  U 
place  de  x  t\  y^k  à  la  place  de  j-,  i  et  k  étant  deux  accrois- 
semens  indéterminés  \  qu'ensuite  on  développe  la  nouvelle 
fonction  f  {x  -{•  i^  y  '\-  k)  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  i  et  de  ky  il  est  clair  que  le  premier  terme , 
sans  i  ni  A|  ^^T^f{Xjjr)y  puisqu'en  faisant  f:=OyA:=:o^ 
le  développement  doit  se  changer  dans  y*(  j?,  j^)^  et  que  les 
'autres  termes  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x  et  y^  multi- 
pliées successivement  par  /,  A,  i«,  A»,  ïA,  i? ^  i^'k,  ik*,  A^,  etc. 

M^is  poiu*  parvenir  à  ce  développement   de  la  nuinière  la 


plus  shnple  ^  on  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la 
"Variable  x  qui  se  change  en  x  -}-  k  ,  la  variable  ^  ne  prenant 
pas  d'accroissement^  hypothèse  permise,  puisque  ces  deux  va- 
riables n'ont  en  Ire  elles  aucune  relation.  On  aura  donc  9  d'après 
Je  théorème  de  TajXor  ^ 

^,      .    .       .  .    du  .  .    d'u      »•  d'^M        i? 

'_     '  dj:     *    dj:'    i.a         da:^     i.a.i 

Mous  supposerons  ensuite  que  y  se  change  en  y  -|-  ^  :  le 
rësulu^  de  cette  seconde  substitution,  sera  le  développement 
dey(ar-{-  i^y  ^k)  :  pour  l'effectuer,  on  observe  Ai  que  dans 

les  fonctions  11,  -^ — ,      ■  ^  y  etc.  /•  doit  se  changer  en  j'  +  ^j 

taadiç  que  x  ne  varie  pas  :  en  sorte  que  ,  l^  u  deviendra 

u  -f-  --—  A:  +  -. ^ f-  etc. 

a*.   —. —  deviendra 
do: 

a.—         d-.—  d'.— 

da     .  dar     ,    .  dj:       A'     ,  ûx        P      ^     ^ 


dx             èy                     dy*  i.a             d^        i«a.3 

d'i/ 
5*.   -t — '  deviendra 
dx* 

,   d*tt                 -     d*i/  „   d'à 

d d*.-: —      .  d^ 

tl*«              dx*    ,                  dx*  A»                 dx*        *^       .      , 

3]?  +  — dT"    "^     ^r  "^^    àr"    i^^t 

4**   -.   ,■  deviendra 

-        ,  d'u             d^ii  ^3  £îi 

^3||  .      *d^  ,       ^''dG?  *•    .       'dx^      A^    ^  • 

^--.  ^  ^  A  4-  M,  u  ■■    -  ,    " =■  +  etc. 

dji^^      dy         ^       (\y^  i-a^       dy       i.a.5^ 
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«t  ainsi  des  autres  coeffidens  difTërentîels.  Mais,   d'iq^cs'ls 

conrention  déjà  faite  (  page  6a  et  inir.  ), — -r indîqae 

qu'aprcs  avoir  pris  la  difTérentielle  de  l'ordre  n  de  u ,  par  rap- 

d"ji 
port  à  h  seule  variable  x ,  on  prend  du  coefficient ,  qui  est  -^ —  y 

la  différentielle  de  ('ordre  m ,  seulement  par  rapport  à  l'autre 
variable  j^  y  dont  on  nfs  retient  encore  t]ue  le  coefficient  diJBFé» 
rentîel.   Nqms    noterons  ces  deux  opérations  ainsi  qu'il  soit  : 

■  .^,  » j   en  écrivant  d'abord  dj:* ,  puis  à  la  suite  dy"  ,  ponr 

rappeler  que  c'est  d'abord  par  rapport  à  x ,  et  ensuite  par  ra[qiort 
ky  qu'on  exécute  les  n  et  les  m  différentiations  successives. 

On  a  donc 

(I) u+h=f{x  +  i,  y  +  k)t=n 

d«    .         d*u       ï*  d'tt       i' 

A — r- ^A ; +-T-? ?         +  elc* 

*    dx  da:'     1.2  do:'     i.».5 

.    iu  ,       d>ii      i     k    .     d3tf      !•      A       . 

+  -7— A4--; — r hi— rr- h  <*<^' 

ày      *  dxdy   \      i        dj:*djr  i.a     ^  .- 

.     d«ii      A*  .     d^a      t       *• 

J — j . J-- — r~.— .        ■  I    etc. 

/  ^    d^     i.a        ^dxdj*     I      1.2 

djr*     1.2.5 
développement  dont  le   terme  général  est 

d'"-^u  i-.A» 


dx'^dx"!!     (1.2.  .m)(i«a../i) 

Si  y  au  lieu  de  commencer  par  la  substitution  de  x^  i  poar 
x^  et  de  finir  par  celle  de  jr  -{-  A,  on  eût  fait  d'abord  la  der- 
nière I  on  aurait  eu 
•   /•/  .    L X  .    da  ,         d»i£      A'      .     d^M        ^        . 

t^  V     /./     I       y  dj  dj^*      1,2   ^    dy'      1.2.5 
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et  le  «h^gemeBt  <k  or  en  Jt  -f-  ^ y  ^^^  ^us  les  tereneS)  aurail 

dw   .       d'K      **  d'il        /* 

^  dx     ^  dx*    i.a    ^  dx^    1.2. 5  ^ 

du 
pour  ^, 


,    dic  1       du 

d.-T —  d». 


i^ 


dj    '         dx  ^        dx^         1.2 


poQr 


d>w 


d.-r —  d». 


d'il  dj*  dy^        i^ 

— - —  -L.        ,       I  * •+•       ",       ■"  ■■    '   Ar  etc. 
dj'  ^       d«  ^        d««         i.%  ^ 

etc. 

-      d^ii 
dp, . 

dy  d'''*"^!! 

Maïs  «  (  pag.  6a  et  suivantes  ) , -— ^^ —  ou  -i — ; —    indique 

'  ^^^  '        dxf  dj^darP  ^ 

qu^après.  avoir  difTérentië   q    fois    de    suite    11    par   rapport  à 

la  seule  variable^,  on  différeutie  p  fois   de  suite  le  coeffi* 

cîent  différentiel  par  rapport  k  Tautre  variable  x  seulement, 

et  qu'on  ne  retient  encore  que    le  coefficient.    Ici^  on    écrit 

d'abord  le  dj^ ,   puis  fe  dx^  :  on  a  donc  ce  développement 

(a).  ...     u  +^h  =/(x4.i,  jr+  A)  =11 

du  .         d'il       i»               d^w        f 
-1--J — i-i . 4*     .   a  -« =         +  etc. 


du  ,  .     d'il     A"     i  d'il       A 


,s 


+  -p-AH r— . [-— -T 1-  etc. 

dy         iiydx    1      i        dydx^     1      i.a 

d'il      A'  d'il      A'       i      . 

+  — ; +  -    '.  '. .— *— +  etc. 

•     dy'^     ] .  a  dyMx  1.2      1 

d'il       A3 

^   dj^     j.a.5         ^ 

lequel   est    identique    avec    le    précédent  ^    puisqu'il    revient 
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évidemment  an  même  de  changer  d'abord  xtn  x^£,  et  de 
développer  $iiivant  i  ;  puis ,  dans  tous  les  termes  du  déve-  * 
loppenient ,  de  changer  jr  en  ^  +  *  >  «'  ^®  développer  suivant 
A: ,  ou  vice  versd»  Ainsi ,  les  coefficiens  des  mêmes  puissances 
de  i  y  de  A  y  et  des  produits  des  mêmes  dimensions  en  i  et  k 
dans  les  développemens  (1) ,  et  (aj  ,.sont  identiques  ;  on  a  donc 
d'abord 

d*ii     d'tt 

dx  djr  ~  àjrdx 

Pour  vérifier  cette  première  conséquence  sur  un  exemple  ^ 
soit    ' 

u  =  ar"y*  z 

si  oh  différentia  d'abord    par   rapport   i   â: ,  on   aura  pour 
coefficient  différentiel  « 


dx 


=  my*x^^^ 


» 


leqael|  différentié  par  rapport  kjr,  donnera  celui-ci, 

d»M 
axûy  •    "^ 

£n  opérant  dans  un  ordre  inverse ,  on  trouve  d'abord 

du 

—  ^nx^jr-^, 

et  ensuite 

d*u 

Le  résultat  est  donc  le  même^  quel  que  soit  l'ordre  qu'on  suive 
dans  les  différentiattons. 

On    observera    que     la    r^le    précédente    pour    former 
dydîr  ^  ^^       dxlT  ^*°*  **  *^**   où  x  et  ^  sont  deux  va- 
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indépendantes,  est  littéralement  l.a  même  que  celle 
donnée  (  chapitre  YI  )  pour  le  cas  où  j*  dépend  de  x  par  une 
équation  :  il  est  donc  démontré  qu'à  l'égard  de  l'équation 

•n  a  Tidentité 

d'u     d*tt 

annolicée   (  pag-   63 );  et  de  ce  qui  va  suivre,   on  conclura 
d'une  .manière  analogue  les  autres  identités  posées  (  ch.  idem  )* 

Si  Ton  prend  dans  (i)  et  (2)  les  facteurs  de  A,  on 

i.a     ' 

aura 

d'il  d'il 

■■^■^■^^^^^  ^^w"  _>^^^^.^^__  • 

dx»d^        dj^dx"  ^ 
fuats 

X    d»tt 

d^ii     d^K       —À    4rd^ 

dydar*  ""  d;^d^d:t  "^     \^     cbr 

*^  ,  ■     j        d*tt  d'u 

Ijonc,   a  cause  de  —-_  =  —_,  on  aura  cette  suite 

d'identités  • 

d^ii     d^ii  d'i/ 

d jf»djr  ~  djda:*  ~  dard^d*  ' 
On  aurait  aussi 

d^ii  d^«  d^tt 

dxdj-»     •    dj^do?  ~  dj-dxdj-' 

On  pourra  donc  conclure  généralement  qu'il  est  permis 
d^interyertir  V ordre  des  différentiadons  y  pourvu  qu'on  diffé- 
rentie'  le  même  nombre  de  fois ,  par  rapport  à  chacune  des 
variables.  C'est  cette  proposition  que  nous  avons  supposée 
(chap.  VI). 

Qa'on  représente  par  Ax ,  Ajr,  Au ,  les  accroisscmcns  ifinif 
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et  qnelconqaes  de  x  ^  jTy  et  celui  de  la  fonction  u,  on  aun 
pour  £iTërence  de  la  fonction  u 

du  d*ii        Ax^ 

AU  =  -r —  AX  +  — ; 4-    ctC* 

.    dii  d'M        ^x       Ar 

+  -xrAr.+  -T— TT--^: ^+  etc- 


djr  dx  d^      *  1  1 

d*M        Ay* 


+  etc. 


dj"        i.ft 

* 

Si  9  de  ce  développement ,  on  ne  retient  que  les  tennes  dé 
première  dimension  en  Ax  et  Ay ,  on  formera  l'ë<piivaleQt  de 
ce  que  nous  avons  appelé  différentieUe  première  ou  du  premier 
ordre  (  pag.  17),  et  comme  le  signe  A  ne  peut  pas  rappeler 
en  même  tems  la  difï^ence  totale  et  une  portion  de  celte 
différence ,  on  changera  .A  en  d ,  pour  noter  U  différentiella 
qui  sera  conséqucmment 

.  dii  ,    dii    . 

Il  suit  de  cette  formule  que  la  différentielle  du  prer^iier  ordre 
dune  fonction  de  deux  variables  indépeHdanle^  ^  se  compose  de 

du 

deux  parties  qu'il  faut  soigneusement  distinguer  ;  tune  -^ —  dx , 

est  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  variabk} 

du 
t autre  -r—  d^ ,  est  la  différeraieUe  prise  eu  égard  seulement  à 

la  variabilité  de  y« 
Dans  cette  différentielle 

du  =  -T —  dx  4- dr. 

dx        ^  d^    -^ 

du       du 
tics  fonctions  -r^'j  -y— >  sont  appelées  cœfi^ciens  différenUeh 

du  premier  ordre  ^  ^\  les  texmei  -r-à^f  -j^4r/»<t  xwmii^cnt 
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différentielles  parlielles  ^  parce  qu'ils  sont  des  parties  de  la 
différentielle  totale  du.  » 

^La  difTërentieile        j 

du  =  -r—  do:  +  -ï —  dr, 
dar  ^    dy    -^  ^ 

doit  convenir  au  cas  où  j*  est  une  fonction  de  x  :  mais  comme  ^ 

dy 
dans  cette  hypothèse ,  d/  =:  -^  dr  ,   elle    se  change    dans 

celle-ci , 

do?        ^  dy    dx       ' 

et  c'est  en  effet  ce  que  devient  la  différentielle  de  f{p  y  q)  ^ 
trouvée  (  chap.  V,pag.  57),  en  faisant p=^,  y=J'>^  étant 
fonction  de  x^  et  désignant  /{p^q)  par  u. 

Lorsqu'il  existe  une  dépendance  entre  j^  et  x,  les  différen- 
tielles partielles  ne  peuvent  plus  être  prises  à  part  ou  isolément, 
parce  que  la  variation  de  x  eniraine  celle  de  jr>  Pour  embrasser 
ce  cas  y  et  celui  que  nous  considérons  ici  ,  on  suppose  une 
relation  j-= f  x  qui  devient  arbitraire  ,  dans  le  cas  de  l'indépen- 
dance des  variables  jr  et  x. 

Ainsi  X  ei  jr  étant  deux  focctions  indépendantes  dont  u 
est  fonction  ;  on  trouvera  aisément  que 

<1(^+J^)=    dx  4-     dy 
d  (   xjr    )  =ydx  +  xiy 

à(  .JL.\^  ZÈflz5^ 

\  j  J        r 

4{arc(u„g=^)}=2:^^ 

etc. 
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Passons  à  Ja  recherche  des  difTëren^ielles  successives  de  U 
fonction  i/.  On  a  déjà  trouvé 

t  du    .      ,    di/    _  _. 

du       du 
les  coefficiens  --j — ,  "j~>  étant  fonction  des  variables  x  et  j^j 

on  a 

\dxj  ~     do:»       *  "*"   dxd^    ^ 

et  conséquemment  cette  différentielle  seconde 
^*«    1       .         d*u      .    .     ,     d'il    , 

On  trouvera  pour  la  différentielle  troisième, 

d'u  d'u  d'il  d'i/ 

Si  on  continue  la  formation  de  ces  différentielles  successives , 
on  remarquera  que  les  coefficiens  numériques  sont  ceux  du  bi- 
nôme a'j-'bf  élevé  à  une  puissance  marquée  par  l'ordre  de  la  dif- 
l^rentieile,  et  que  les  puissances  dudx  et  du  d^^se  comportent 
comme  celles  des  termes  a  et  b.  Quant  aux  coefficiens  diffé-- 
rentielsy  la  loi  en  est  facile  à  saisir. 

Le  développement  de/(x  +  i,  y  +  k)  donné  plus  haut, 
devient;  lorsqu'on  y  change  î  en  dX|  et  A  en  d;^, 

/(ar  +  dx,  r  +  dr)  = 
1      fd*i/  ,  d'w   '       -      .        d*ii     -     V 

+- — ^:t— dx»+2r— 7-<^4r  +  -z — 4r*^ 
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et  comme  \ei  termes  entre  parentl^ièses ,  sont  les  différentielles 
successives  (3),  (4)»  (5)^  etd. ,  «le  la  fonction  i/,  on  pourra 
énoncer  très -simplement  le  développement  précédent  en  cette 
manière  , 

du     i^u        d'i*  'Jfiu 

I  I«2         i*a.O        1«2.9.4 

I 

il  est  donc  de  même  forme  que  celui  qui  (psg*  18))  repré« 
sente  f{s:+dx): 

Mous  avons  trouvé  cette  identité 

I 

d*ii  d'i/ 


qui  revient  k 


dxd^         àjrdx 
djr  dx 


en  sorte  que  si  on  dénote  la  différentielle  première  par 

r 

du  =  J?dx  +  Qdr , 

il  existera  entre  les  fonctions  P  et  Q  la  relation 

dP         dQ 

d/  do: 

Ainsi,  f^ovr  que  deux  fonctions  V  et  Q  de  t  ei  r^  puissent 
éire  prises  Pune  pour  le  coefficient  de  la  dif-étentielle  par  rap» 
-port  à  X ,  Vautre  pour  celui  de  la  diff'rendelle  par  rapport 
à  y  y  dune  fonction  primitive  de  deux  variables  ,  il  Jaut 
que  la  differemielle  'du  coefficient  de  à\  ^  prise  par  rapport 
à  y  ^  et  celle  du  coefficient  de  dy  ^  prise  par  rapport  à  %, 
aient  des  co^ciins  identiques» 

i3 
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-   y     n^      * 


Par  exemple,  on  pourra  supposer  P==^^        t  Q=__^ 
paroe'qu'cn  «ffet 

dP  _^     a?*— ^     _  JQ 

et  on  sera  assuré  (pie    ^,^y  da:  —  ^,^^,  ^T  ««^  1*  ^*iff^ 
rentielle  immédiate  d'une  fonction  de  deux  variables. 
Soit 


u  =  x\/!ixjr+jr^j 


on  aura 


dr  "^  V^ocy+y-  ' 

du  ,  du 

puis  en  difFérentîant  -r—  par  rapport  a  j* ,  et  -j-  par  rapport 

k  X  ,  et  n)D  retenant  que  les  coef&ciensi   on  trouvera 

\  dx  y  d*u  a?  +  /  a:*r 

d^  dxd/         t/axy -!-/•»         (a^T-Hy*)' 

\dr/_     d'u     _      2J:  +  r  far*  +  J:j^)y 

àx  ,  "^  djrdx  ~  V^â^r+P         ^^^f+J^)^ 

Quoîcpie  ces  denx  expressions  {baissent  différentes^  elles  sont 
cependant  identiques  $  car  elles  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à 


(-^) 
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d'tf  ^y  xy*  5ay*  +  2^ 

d:r  dj:*        y/axf+r      («7+r)*      (a^+r)^ 

d^;  dx%~   (ax^+j-'jf 

\dxdj"/ d^w    3x^*4-  3xy* 

dx     -  ""dx^T-"   (2xy+j^*)l  • 

résultats  identiques ,  asnsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 

Si  la  fonction  u  n'était  donnée  que  par  une  équation  entre 
3c^  y  ^  u  y  tn  sotte  qu'on  eût 

,^{^yjr0  «)  =  o, 

on  regarderait  u  comme  une  fonction  de  x  et  jr  ^  donnée  par 
cette  équation.  Par  cette  Substitution  ^  la  proposée  aurait  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  j^ ,  et  conséquemment  aussi 
en  écrivant  x-^-*  tl  jr+k  pouf  x  et  j^.  Ma^'s  en  faisant 
d'abord  la  substitution  de  x  -f-  /  pour  x  ^  et  observant  que  y 
ne  varie  pas ,  puisqu'elle  n^est  pas  fonction  de  x  ^  on  aura  à 
dévfîlopper  une  fonction  de  la  ibrme  F{py  q)y  p  et  q  étant 
des  fonctions  de  x  :  or^  le  co^cîent  différentiel  du  premier 
ordre ,  est 

à{Fx)         à[Fu)    .  du 
,dx  da      *  dx* 

On  trouvera  de  la  même  manière  ,  en  regardant  y  comme 
variable  y  que  U  coefficient  differentiei  est 

à{Fy)         à(Fu)     ûm 
35^       '        dii         dy 
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Or ,  la  foncdon  primitive  étant  identiquement  nulle  |  on  a  ces 
deux  équations  séparées 

d{Fx)         d(Fii)      du  _        dfJFy)         à{Fu)    du  _ 
dx      ■*■      dtt         dï""~^'        4r  .  d«       d/-"**' 

qui  donnent 

drFjtr)  df/y) 

dtf  dx  .      dii  d^ 

djr  "^  d{F*u)  ^      d^  ^  d{Fu) 

du  eu 

d*tt  d*ii  •       d*ii 

On  déduirait  de  là  -tt?  -î — r->  -; — y  «^c* 

do:»       dxd^-  '     dj«  ' 

On  peut  aussi  rappeler  immédis^tement  cette  théorie  à  cette 
des  fonctions  d'une  seule  variable,  en  regardant  u  comme 
donnée  en  x  et  jr^  puis  y  comme  une  fonction  indétenninée 
de  X.  Ainsi,  Flx.jr»  u)  sera  une  fonction  de  trois  variables  « 
dont  chacune  sera  fonction  de  x ,  et  on  aura  (cliap.  Y  ) 

d/r(x,ri«)=-V^'+-5ri^''  +  "^ 

à  cause  de  F(xyj^yif)  =  o.  Mais  u  étant  considérée  comme 

une  fonction  de  x  et  j- ,  et  ^  cora^e  une  fonction  de  x ,  la 

différentielle  totale  de  u,  par  rap|k>rt  à  x,  que  nous  avons 

du 
représentée  par  --7—  dx ,  donne  lieu    à   deux    différendcUes 

pariidles^  dont  Tune  est  :1a   différentielle  de  u,   prise  par 

rapport  à  x  en  dehors  de  y^  savoir  --j —  dx ,  et  l'autre  est 

celle  de  II  y  prise  par  rapport  à  la  même  variable  x ,  en  tant 

A        A 

qu'elle  est  dans  j ,  c'est^-dire  --r^  ~  dx  } 

Qjr  ax 


•  A 
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Ainsi  tF{Xyjrj  u)^=zo  deTient^  en  ne  retenant  que  le 
coefficient, 

àjFx)       A{Fu)  Au         dy  (à{Fjr)       à{Fu)  àu\_^^ 
djc  du.  .da:    •"  do:  \   d^     **"     du     Ay  J 

Mais  y  Mut  regardé  comme  une   fonction  indéterminée  de 
x^M*ëqaation  précédente  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la 

Ay 
fonction  -p-  y  ell&  se  décompose  donc  dans  celles-ci  ; 
Ax 

A{Fx)        A{Fu)   Au  _         A(Fj)        A[Fu)   Au  _ 
Ax  Au      dar  ""^    '•      Ay      ♦       du      d;^  ' 

trouvées  précédemment. 

Soit  u.  ^=fi  9  i  désignant  une  fonction  connue  de  deux  va<« 
riableSy  telle  que 

tz=:F{x,jr). 

Les  dérivées  relatives  aux  variables  4;  et  ^ ,  indépendantes  et' 
considérées  séparément  |  sont  (  pag.  54  ) 

du  ^/      d/        Au  _,      d/ 

Si  Ton  divise  Tune  par  l'autre  ces  deux  équations ,  ft  dispa* 
raltra,   et  on  trouvera  ^ 

At  At  ' 

relation  qui  exprime  que  u  est  une  fonction  de  /,  quelle  que 

$Qàà  d'ailleurs  la  forme  de  cette  fonction. 

< 
Par  exemple. 
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donne 

d'oïl 

/y  — 7*  =  o>  I 

relation  satisfaite  par  toute  fonction  de  ^* -{*/'•  'Étf'^iy  V^ 
pourw,  on  prenne  log(x»+/*),  l/«'+^*,  .  ^  f — r, 
et  on  tombera  toujours  sur  hi  relation 

pr  —  qx  =  oi  0 

Soit  ^  pour  second  exemple  : 

dans  laquelle  la  caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont 
la  forme  n'est  déterminée  en  aucune  manière  :  si  l'on  pose 

/  =  flor  -)-  ^ 
on  aura 

du   ^         ai        du   di 

dx  dx  '     ày  "*"        df 

oïl  les   deux  fonctions  /'U  sont  identiques  :  si  pour  -r—  cl 

d/  _  ,  , 

— -  on  Siibstituc  leurs   valear»  a  et  fc,   et  qu'on  élimine/''/ 

du  .du  • 

entre  -j-  =  af^t  et  -^  .  =  b/U  ,  il  viendra 

,     du  du 

^    d^~/"^  ='' ^"î 

Celte  équation  devant  devenir  identique;  lorsqu'oii   j  subsù'- 

du         du 
tuera  pour  —. —  et  --; —  les  valeurs  données  par  la  différcnlia- 

Qx  dy  ^  '^  . 

tion    d'une    fonction   quelconque    Je    ax  ^  by  ^    offrira    un 
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^^^aractire  an  moyen  duquel  on  pouna  reconnaître  si  tel  po- 
lynôme est  ou  non  une  fonction  de  ax  -|-  bjr.  Prenons  ^  par 
exemple  ,  le  polynôme  a'x*  +  2abxjr  +  by^  ,^el  recherchons 
a'il  est  une  foncliou  de  ax+bjr   :  en  le  désignant  par   u , 

.  OD  a 

du  «  di/  - 

dx  oy 

ces  râleurs  substituées  dans   (i)  rendent  cette  équation  iden- 
tique. En  effet  • 

a*x*  +  Mbxy  +  *y»  =  (ax  +  *»». 
Soit  encore  Téquatioa  donnée 

on  en  déduira  celles-ci  ^ 

dtt  du 

djr  dr 

éliminant  ks  deux  constantes  a  et  i  entre  ces  trois  équations , 
il  viendra  celle-ci  du  premier  ordre 

du  du 

dx         "^    djr 

dont  la  proposée  sera  l'intégrale  complette,  a  et  é  étant  les 
deux  constantes  arbitraires. 

Si  donc  on  n'a  pour  la  détermination  de  u  en  x  et  y,  qu'une 

du        du      ,,. 
équation  du  premier  ordre  entre  x,jr,  ";-j—>    "jIT'   **"" 

tégrale  complette  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 
G>asidëroii8  enfin  Téquation 


—  â=:o  f   -= — — fc  =  o 


--^♦(7)-"''= 


1 
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A  étàuX  ^ne  fonction  qn^onque  de  —  :  si   on   çn    déduit 
les  deux  équations  dérivées 

et  qu'entre  ces  trois  équations  on  ëlimine  p  ( — j  et  f  '  (  —  J  9 
OB  retumbera  sur  l'équation 

du  du 

Pour  avoir  le  développement  de  la  fonction 

^fj^  c^  '  étant  des  variables  indépendantes  |  on  partira  cte 
celui  de  JC(  j:  -f*  '>  J*  ~f~  ^}  y  ^^^^  lequel  on  supposera  que  la 
variable  z ,  traitée  jusque  là  comme  une  constante  ^  se  change 
en  x-^h,  et  alors   les  fonctions 

du       du        d'u  d'u  d*tt 

«onsîdérées  comme  fonctions  de  z  seulement ,  puisqu'elle  est 
la  seule  quantité  qui  doive  varier ,  donneront  lieu  à  autant 
de  développemens  qu'on  formera  d'après  les  règles  exposées 
précédemment.  Si  l'on  désigne  toujours  y  (x,  jr^  z)  par  u, 
#n  trouvera 

\      €  d*tt      ^      .       d»u  .,    ,     d»u   .\  - 

^^    i.a    \  do:»  ^  dxdj-  dy*        I 

l+iïdr-^^^+lHr-***^!^*] 


\ 

/ 


V 
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^  â.2.6\dA^  djr'djr  ^dxdj»  ^  d>^ 

^  dr*d«  ^  dxd^  d*  ^  dT'»  d« 

d'il    ^.^  <l'w      o,t      .     d'"  ,,) 

^  dxdx*  ^    dj-d«« .  ^  éz*       ) 

+  etc. 

«t    pour  la  difTërentielle  ^   qui  est   la  somme  des  termes  de 
première  puissanc^les  accroissemens , 

-     ,  dii   ,  du  •       .     di/    , 

^    di»  =  -r—  dx  +  -r-  dr  +  -7—  «*  7 
djc  d/  d« 

• 
après  avoir  changé  ij  kf  h  en  dx^  djr  ei  dz.  Les  difFéréntielles 

secondes ,  troisièmes ,  etc. ,  sont  les  termes  entre  parenthèses 

dans  le  développement  |$ré€ëdent^  qu*on  pArra  conséquem- 

ment  abréger ,  en  écrivant 

/(x+dx,  j-+dy,«+d^)=«+dii+— d'iiH ^d'ii  +  etc. 

Nous  passerons  à  là  démonstration  du  théorème  des  fonctions' 
liomogèoeS;  annoncée  dans  le  titre. 

Si  V  est  une  fonction  homogène  des  variables  %f  y  y  %f 
t  y  eic*  p  €^est'à'dirc ,  une  fonction  telle  que  la  somme  des 
exposais  des  variables^  soit  constante  et  égale  à  m  dans 
tous  les  termes ,  on  a  ^  pour  cette  fonction  ^  la  propriété 
suivante  i 

mFr=  Ax+ Kr  +  Z« +T/ +  etc. , 

les  cœfficiena  X,  Y,  Z,  T,  «te.,  étant  ceux  de  la  dîffé- 
nniielle 

eirc=:Xdx+  rd/  +  Z<b  +  73/+  etc.. 
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*  La  foûcdon  V  peut  te  mettre  soaa  cette  forme 

f=*-./{-^,  4-,  ^,  etcl 

\'  X  X  X  j 

^"  /(  "zr  y  ?   ?   ^^^'  )  «s'  <î«  dimension  nulle.  Si  on 

\   X  X  X  / 

différentle  successivement,  par  rapport  à  toutes  les  variables 


*    ?  —, ,  on  aura 

X         X        vc    ^ 


m 

*  +  etc. 

où/(  )  indique  la  foncUon  primitive,  et  P,  Ç,  iî,  des 
coeflicîens  différentiels.  Si  on  effectue  les  maltiplications ,  et 
qu'on  rassemble  les  termes  multipliés  par  dx,  d^,  d«,  etc., 
on  aura 


+  a:'»-'^Pd^+  j:'"-«  Qdz  +  jc-—  Rd/+  etc. 

+  af«-x  Pdy  ^  j.m-.  Q  J^  ^  jp«-,  jRdi  ^  etc. 

Mais  d'ailleurs 


{• 


dF=  Xdx  +  Yây  +  Zrfz  +  Tdt  +  etc. , 
donc 

A"  X  X 


La  fonction  homogène       .^  , — =7-  est  de  dimension  — ;  — ^-^ 


DB  Calcul  DiFFÊREifTiBL»  ao5 

Remplaçant  dani  X  les  facteurs  ar"^»P,  x'""^Q>  «••"•Jl,  etc. 

par  J^  Zj  Tf  etc. ,  on  a 

^          ^      ^                   Yr         Zz          Tt 
X^mf\^    )x--' ^ ^ ^ etc., 

d'oà  l'on  déduit  enfin 

.    Xx-k^Yy  ^Zz-^-Tl  +  tic.  =  mf(^    )ar  =  mF, 
ce  qui  est  la  propriété  annoncée. 

— 7 rr  est  de  dimension 

et  elle  a  pour  différentielle 

—  (5xx  +  6j^')dx  —  (5xr4-^J^*)  dr 

on  doit  donc  avoir 

£n  effet ,  si  l'on  ridait ,  on  trouvera  cette  identité 

stx'^  '  \  Jixy 

Cette  fonction  homogène  -^ -—•  %  qui  est  de  dimension 

?  aj  +  //^^       ^ 

BaUe,  a  pour  différentielle 

(g^y  +  2  àf^r^  +  hhy^  )  da?  —  {gxi^  4-  2  ^^T»r  +  AZ/^r')  dy 

{xjr  +  bry 
et  on  a ,  en  efFct ,  ' 

(gxy -i-^  2  bgxjr*  4.  b/iy)x—{gx^  ^2(,gxy  +  bhxr*)r  =  o. 

Pour  une  fonction  de  deux  variables,  homogina  et  de  m  di« 
mensions  ^  on  a  donc,  en  même  tems ,  t 

dy=Xdx+  Yày 
mVr=:Xx    +   Krj 
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de  la  seconde,  on  déduit 

miF==à{Xx+  Yjr)=zm(Xix+  Kd/), 

en  observant  que  dFz=i  Xdx  -}-  Ydy*  Si  on  prend  les  eoef-' 
fîciens  différentiels  |  d'abord  par  rapport  à  or  ^  ensuite  par 
rapport  à  j^,  on  aura 

Or  df^  étant  la  différentielle  immédiate  d'une  fonctîoii  de 
deux  variables  ^  on  a  démontré   que 

dr         àX 


donc 


dx   ~  d^    ' 
(m —  i)  A  =j^  —j h  a: 


àf  àx 

dr    ,        dK 

Donc  les  coeOiciens  différentiels  X  et  K  d'une  fonction  homo- 
gène, de  m  dimensions  ,  sont  encore  des  fonctions  homogènes , 
dont  le  nombre  des  dimensions  est  moindre  d'une  unité.  On 
étendrait  la  proposition  aux  >coefficiens  difféceotiels  successifii 
d'une  telle  fonction. 

On  pourrait  encore  démontrer  réciproquement  que  -X"  et  K 
ëtant  des  fonctions  homogènes  de  m  —  i  dimensions  ,  si 
d'ailleurs  Xàx  -f  Yij  est  Ja  différentielle  immédiate  d'une 
fonction  de  deux  variables ,  on  doit  avoir  • 

m[Xix+  YAy)^à{Xx+Yy). 

Ces  théorèmes  sont  dus  à  Euler  qui  le;  a  donnés  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  <}e  Pélersbourg^  pour  les  années 
1754  et  1735. 
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CHAPITRE    XiV. 

Déi^eloppemenC  ^fe  f  (  x  ,  y)  suis^ant  les  puissances 

de  X  et  y  ;   des  limites  du  développement  des 

Jonctions  de  deux  variables  indépendantes  ;  dé-' 

i^eloppement  de  z   en  série  suii^ant  y ,  diaprés 

V équation  z  =  x  -f-  yfz  j  fz  étant  une  Jonction 

quelconque  de  z. 

Rbprenoiys  Te  développement  de  /(«-f»'»  ^+^)  trouvé 
(  cijap.  XIII  ),  changeons  a:  et  j^  en  «— f  et  y —  k ,  ce  qaî 
est  pennis^  puisque  x ,  jr^  i  et  k  sont  des  quantités  quelcofi- 
ques  y  puis  remplaçons  »  et  A:  par  xt  et  yt  i  nous  aurons 

+  ^'•yy  (^ — «'  >  r  — J^)  +  "^/^  (* — *''  r  — /O + etc. 

» 

en  désignant  ^^Tf^,fffjf^'^,tXQ*y  les  fonctions  dérivées  de/", 
prises  par  rapport  à  la  seule  variable  x  ,  et  ^^fn/fi^fnn  ^^^'f 
celles  qui  ne  sont  relatives  qu'à^,  en  sorte  que  la  lettre  y 
accentuée  eu  haut  et  en  bas^  indique  une  suite  de  différent 
tiations  effectuées  par  rapport  à  a; ,  en  nombre  égal  à  celui 
des  accens  supérieurs ,  et  par  rapporl^à  y  j  en  nombre  égal  à 
celui  des  acceuj^  inférieurs^  différentielles  dont  ou  ne  retient 
que  \ts  coefficiens;  et  qu'on  prend  dans  un  ordre  queU 
conque*  • 
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» 
Or  y  <  est  une  quantité  indéterminée  qui ,  supposée  égale  à 

zéro  f  rendra  l'équation  identique  j  et  qui  étant  faite  :=:  i  , 

donnera  9 

J  {x,y)z=f+xf'  .-hr/,+  ^f''+  xyf/ .  +  ^f„ .  +  «te. 

formule  générale  du  développement  de  la  fonction  y  fa-,  y)^ 
suivant  les  puissances  de  x  tt  y ,  dans  laquelle  les  quantités 
design  ée«  par  y*,  y.,  y*;.,  etc.,  dénotent  des  fonctions  déri- 
vées suivant  or  =  o  et  j'  =  o.  C'est  Textension  du  théorème 
de  Maclaurin  aux  fonctions  de  deux ,  et  par  suite  aux  fonc- 
tions  d!un*  nombre    quelconque   de   variabjes  indépendantes. 

M.  Lagrange  f  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  j 
a  démontré  que  A  étant  un  nombre  indéterm\pé  ou  inconnu  ^ 
toujours  compris  entre  zéro  et  un  |  et  qui  devra  être  partout 
le  même  dans  la  même  fonction  |  mais  qui  pourra  être  diffé- 
rent dans  les  différentes  fonctions  3  on  avait 

f{x,  y)  =/•.  +  xf'{xx^  )iy)  +  j/,(Aa: ,  >y  )  , 

en  s*arrêtant  au  premier  terme  ;  que  si  Ton  en  prenait  trois, 
on  avait 

f{x,j)=f+xj'  +yf,  +  ^fll{i^,  xy)  +  «r//(Ax,  Ay) 

2 

que,  pour  six  termes, 

y^ 


I 
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et  ainsi  de  «nite  :  il  a  prouyé  aussi  que 

=  elc. 

a  >  2*3 

La  quaiUilé  xL  répond  ,  a9nime  on  voit  ^  à  celle  qui  a  été 
désignée  par  J  (pag.  170)^  et  a/i  est  son  analogue.  De  ces 
formules  généralisées^  ou  étendues  à  un  nombre  quelconque 
d^  variables  I  on  conclut  que 

Lorsque  dans  ie  développement  tP une  Jonction  suivant  les 
puissances  et  tes  produits,  de  certaines  quantités  j  on  veut  s^arr 
réter  aux  termes  dun  ordre  donné  j  c^est^^^^ire  9  dans  lesquels 
ces  quantités  fomtent  des  dimensions  d'un  defpré  égal  à  Vexpo- 
sant  de  cet  ordre,  on  peut  supposer  le  reste  dû  développement 
égal  aux  seuls  termes  de  l'ordre  suivant ,  mais  ^n  y  con^ 
^ervant  ces  mêmes  quantités  sous  la  Jonction,  et  les  mul" 
tîpliant  toutes  par  un  coefficient  x  compris  entre  zéro  et  un , 
et  qui  sera  le  même  dans  la  même  fonction  ,  mais  qui 
pourra  être  différent  dans  les  différentes  fonctions. 

^  On  peut  parvenir  à  ces    formules  par   une  analyse  sem- 
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blable  à  celle  que  nous  avons  donnée  (  pag.  i66et8itiy.  )  poor 
les  fonctions  d'une  seule  variable.  On  posera 

+ry/(fl-x,  b^y)+Â^^y+r^^)f/{a-x,  b^) 

parce  qu*en  diflérentiant  de  part  et  d'autre ,  c'est-à-dire ,  ea 
faisant  la  somme  des  fonctions  dérivées  et  par  rapport  à  4P 
et  par  rapport  à  jr ,  on  trouve  0  =  0,  ainsi  qu'il  est  facile 
de  le  reconnaître.  ]V!aintenant ,  si  on  remplace ,  so|is  les  signes/, 
les  fonctions  /'' (a  —  a: ,  b  —  x)  ,  //{  a-^x  ^  b  — ^)  ^ 
ffi{a — X ^  b — y)  par  les  plus  grandes  et  les  plus  petites  va- 
leurs M  et  N,  P  et  Qy  A  et  5|  qu'elles  prennent  depuis 
xzrzo  jusqu'à  x  j  et  depuis  jr  =  o  jusqu'à  jr ,  on  conclura 

X*       ^ 

que  J'xàxfV {a "^ X ,  b — y)  est  égal  au  produit  de  —  par 

une  quantité  comprise  entre   lU   et  N  ^  que «. 

y(  xd^ -f- jxlx )/;'(«  — OP.,  b^-jr)  est  é^al  à  xy  par  une 
quantité  comprise  entre   P  et  ^  ,  et  qu'enfin  la  troisième 

intégrale  est  par  une  quantité  comprise  entre  A  et  5.  Si 

Ton  représente  <:es  valeurs  intermédiaires  de  t^ ^Jf  ^  fn  per 

f^{a^{x^i),b  —  {y—u)),f,*[a—KX—t),b^'y^u)), 
ffffa^{x — /),  b  —  (y-— w)),  /et  II  représepUnt  des  quan- 
tités comprises  entre  o  et  jp ,  o  et  ^ ,  on  aura 

J{a,b):=J{a^x,  A -r) +  */'(«-*,  *~^) 

+  ^j^//(«  — («  — 0»  *— (r— «» 
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Que  Ton  change  a  ena4-^9  ^en  b  -{*  y  ^  «I  cttte  iden- 
tité deviendra 

Si  l'on  écrit  x  au  lieu  a,  »  au  lieu,  it  x,  y  «u^lieu  dt  b^ 
k  au  lieu  clej*,  on  trouvera  enfin 

+  —/«'*  4^ '»>'  +  «)- 

oii  <  est  une  quantité  comprj$e  entre  ziro  ejt  »>,  et  u  une 
quantité  entre  zéro  et  £ ,  en  sorte  que  /  et  a  reviennent 
à  x£  et  xA }  de  plus  ,  ces  limites  seront  possibles  j  si  les  fonc- 
tions ^^^^ /*/,/)!  ne  deviennent  pas  infinies  depnis  p  jusqu'à  ^^ 
et  depuis  o  jusqu'à  k^  en  sorte  que  A  tombe  entre  zéro  et  un. 
Soit  proposée  l'équation 

dans    laquelle  fz    est   une    fonction    quelconque  de  z  :  on 
demande  la  valeur  de  z  en  série  y  suivant  \t^  puissances  de  y. 

Si  l'on  prend  les  dérivées  suivant  x  et  suivant  ^  y  on  aura 

»  ♦ 

àz  dz  d«         r     t      r,  dz        •     * 

en  notant  p^sfz  le  coefficient  de  la  difTécentielle  de  z  par 

rapport  à  z  ;  si ,  entre  ces  deux  équations  j  on  élimine  X'z, 

on  aura 

dz         dz 

i4 
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mais  la  proposée  donne 

substituant  donc  cette  valeur  de  fz  ^ans  la  précédente ,  on 
obtiendra  cette  équation  du  premier    ordre ,  délivrée  de /k  p 

_(^_:r)-j.-5^  =  o.   •   •  .{M) 

Comme  le  premier  terme  de  l'expression  de  z  en  série  ^  es( 
évidemment  x,  nous  poserons,  en  général, 

z^x  +  Jj^  +  Bx*  +  Cj^  +  etc., 

'Af  B  f  C,  etc.,  ëtant  des  fonction*  de  x.  Nous  dédairons 
de  là     , 

^^i+Ay  +  B'y+Oji  +  etc., 

'A'j  B\  Oy  etc.  y  désignant  les  coeflliciens  des  différentielles 
prises  par  rapport  à  x,  des  fonctions  A^  B  ^  C,  etc.^  ensuite 

~  =  ^+  ai?r  +  3  Cj-  +  4Zy  etc. 

Donc  on  aura,  en  substituant  ces  valeurs  dans  (Af) , 

(i  +  A'jJc-'B'y-  +  Cy  +  etc.)  (A  +  By  +  Cy-  +  etc.  ) 
—  -^  —  a  ^j-  —  3  Cr*  —  4  Z>;-3  _  etc.  =  o , 

c'est-à-dire  , 

<^AA'-.B)x  +  i^-^'  +  AB'  —  z C)  y* 

+  {CA'  +  BB'  +  AC'-.3D)y»+etc.t=Of 
d'où  l'on  tire 

B^AA;  C=i{AB'+BA'),  n=^{AC'+BB'+CA'),  tic 
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ci  y  la  quantité  A  demeure  indëtermiiiée  \  mais  on  observera  que 
e  premier  terme  de  z  étant  x ,  la  somme  des  deux  premiers 
ermes  doit  élre  x  +  yfx  ;  donc  A  ==/r ,  et  de  là  A'  ^=f^x , 
î=/jr/'x,  d'où  B/  :=ifxf1x  +  {f'xy  ,  et  conséquem- 
nent  C  =  ^(2yir(/'x)'-f- (/à?)*/"^:),  etc.  j  maïs  en  exami- ' 
lant  les  expressions  de  B^-Cj  etc.;  on  voit  d'abord  qu'elles 
;>euvent  se  mettre  sous  cette  forme 

B  =  (jÇ-^',    C=\{AB)',    D  =  i(^C+i5*)\ 

E=zi{AD-^  BCy  etc., 

en  dénotant  ^  en  général  y  par  (  )'  le  coefficient  de  la  diffé- 
rentielle prise  par  rapport  à  x.  de  la  quantité  renfermée 
entre  les  deux  crochets  ;  et  si  on  fait  les  substitutions  succès-» 
sives;  on  trouve  que  ces  expressions  sont  réductibles  à  celles- 
ci  qui  sont' plus  simples^ 

en  marquant  par  un ,  deux  ;•  trois  ,  etc. ,  accens  ^  les  coeffi- 
dens  des  différentielles  première,  seconde  ,  troisième  etc.  j  prises 
par  rapport  à  x ,  des  quantités  entre  parenthèses  ;  de  sorte 
qu'en  substituant  la  valeur  de  A  =^ ,  on  aura  enfin 

l  Supposons  maintenant  que  ce  soit,  non  plus  ^^  mais  une 
■onction  quelconque  de  s  ,  qu'on  ait  à  développer  suivant  les 
^issances  dt  j-}  soit  ^z  cette  fonction ,  et  soit  encore 


Si  l'on  pose  u  s=  f  z  ;  on  en  déduira 

du  ^        dz  dti  ,         iz 

dx        •  djc  dy  ^  dy    ' 

d'où  l'on  tire 

du        di«  dr        dx 

d«    *    djr  djc    *    dy  * 

Si  I  dans   cette  égalité  entre  des    qûotiens ,   on  substitue  k 

valeur  de  -1 —  :  ■  ,    -i  tirée  de  l'équation 

d«        djr  *  \ 

àz  ds 

(jj_x)— j-j— =  0, 


d*   '  '      -^    dy 

# 

on  aura  cette  équation  du  premier  ordre 

du    ,  ^  du 


dF^ ^-^-^ — ^ 

Supposons  u 

Pf   Qj  R^  etc.,  étant  des  fonctions  de  ar  $  substltcunit  œtta 
valeur,  ainsi  que  celle  de  z^  trouvée  ci-dessus,  on  aura 

(P'  +  Q'r  +  R'r  +  sy  +  ttc.) 

U*  +  —  ((»•)'  +  -^  (f/*)')*  +  «te.) 
—  ^  — a/îy  — 35/_  etc. 
d'où  Ton  tire 

5  5  =  il'/*  +  ^  ((/r)»y  +  ^  {{fxfyy  «»c. 
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Or,  en  substituant  successivement  les  valeurs  de  Ç,  R,  etc., 
il  est  ais6  de  roconjpaltre  que  les  expressions  de  ces  quantités  ^ 
peuvent  se  rëduire  à  cette  forme  très-simple 

• 

La  fonction  P  demeure  indéterminée  /  à  cause  de  ^élimination 
de  la  fonction  9  3  mais  puisque  u  =  fz  =  ^(x-|-  jr/v  -f"  été.  ) 
il  est  visible  j  d'après  le  rapprochement  des  deux  valeurs  de 
u,  qu'on  aura  Pz=i^x,  et  consëqnçmment  P';=z^'x)  donc 
enfin 

4x==<ra:+j^(p'r/x+^<ç'a?.(/x)7+i((p'j:.(/x)3)«^+ctc. 

formule  très-remarquable  ;  dit  M.  Lagrange  ^  et  d'un  grand 
usage  dans  Tanaljse ,  sar-tout  pour  le  retour  des  suites.  On 
reinarquera  que  les  deux  relations 

se  changent  dans  celles-ci 

en  faisant  f£  ^=Jx  y  x  s=ia,  jrz=z  x  y  /z  =  ^x.  Ces  substi- 
tutions faites  dans  le  développement  précédent ,  donnent  celui 
de  u,  trouvé  (pag.  178).  Foy.  la  Théorie  des  Jonctions  ana^ 
Ijtkfues. 
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CHAPITRE    XV. 


Méthode  des  Tangentes. 


I 


ïig. 


.  Suivant  les  anciens  géomètres  y  dit  M.  Lagrange  dans  la  Théorïc 
des  Fonctions,  une  ligne  droite  est  tangente  d'une  courbe  , 
lorsqu'ayant  un  point  commun  avec  la  courbe  ,  on  ne  peut 
mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre  eUe  et  la  courbe. 
C'est  par  ce  principe  qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  dans 
Iç  petit  nombre  de  courbes  qu'ils  ont  considérées^  mais  de- 
puis que  y  par  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  les 
courbes  ont  été  soumises  à  l'analyse  ,  on  a  envisagé  les  tan- 
gentes sous  d'autres  points  de  vue  ;  on  les  a  regardées  comme 
des  sécantes  y  dont  les  deux  points  d'intersection  sout  réunis, 
ou  comme  les  prolongemens  des  cAtés  infiniment  petits  de  la 

courbe    considérée   comme    un    polygone    d'une  in&nité    de 

côtés  )  etc.  y  etc. 

Dans  le  chapitre  suivant;   nons  traiterons  le  problème  des 

tangentes  sous  le  premier  poiut  de  vue  :  dans  celui-ci ,  nous 

regarderons  la   tangente    comme   une  sécante  dont  les  deux 

intersections  sont  réunies. 

Soit  une  courbe    y:=.fx  h,  laquelle  on  veuille  mener  uae 

tangente  en  un  point  donné  M  t  si ,  par  ce  point  et  par  un 

autre  point  quelconque  M\  on  mène  une  sécante  S  M  M',  on 

aura 


M^m 


tangM'yJ/f72==tangJtf*SP=î=— —•==—==  r'H y» 

°  '  "  Mm        i      ^     *    a  -^ 


etc. 


k  étant   iy -\ 7*  +   etc. 


i 


/ 
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Laorsque le  point  M^  se  réanit  aa  point  AT,  les  accroissemens  i 
€t  k  sont  nuls ,  k  sécante  devient  la  tangenteM T,  et  Ung  MSP 
M  change  en  tang  MTP  que  nous  diésignerons  par  a  ;  '  en 
sorte  que 

donc  rëqoation  de  k  tangente  sera  ,  • 

q^jrz=zf  Cp—x), 

q  eip  étant  les  coordonnées  des  points  de  k  tangente ,  et  â?  et  jf 
ceux  dû  point  de  la  tangence. 

Pour  obtenir  k  sous-tangente  PT y  on  fera  9  =  0^  et  on 
anra 

Y 

-p  +  '^f-i 

Or^  comme  -~p  représente  ^T  dans  im  sens  opposé  à  celui 
de  jiP  =  JE  j  on  conclura  de  l'égalité  précédente , 

T  dx 

sous.Ung=^=j^-^* 

Ainsi;  de  Téquation  de  la  courbe,  on  déduira ^  par  la 
difFérentiation  ;  le  djr  sur  do:  qui  sera  donné  au  moyen  de 
l'abscisse  du  point  de  tangénce  ,  et  on  en  fera  k  substitution 
dans  la  valeur  de  a  et  dans  l'expression  de  k  sous-tangente. 

Tlous  observerons  que  ;  pour  un  point  donné  d'une  courbe  i 
à  l'exception  des  points  multiples  que  nous  considérerons  plus 
loin  j  la  sous-tangente  est  unique  ;  qu'ainsi ,  son  expression 
analytique  ne  doit  pas  contenir  de  quantités  variables  ou  ar- 
bitraires I  d'où  il  résulte  que  f  pour  passer  de  l'expression  da 
la  sous- sécante 

W«_  = j — , 

y  +  — _j^  +  etc- 


Si  s  hÊfotm 

k  ctWé  éè  là  sdus-tftngeiite  PT^  il  ftut  atiéafttii'  l^aôcroliMMlil 

arbitraire  qui  {>ort6rait  soti  indëtcrÉiiination  dan$  lé  formule 

it  là  souè-tang^ute  j  il  fà«l  doM  ne  retenir  du  dëvdoppemelftt 

dx 
précëdeut  que  le  premier  Urmey  --p-. 

De  l'ëquatiou  de  la  tangente  ^  on  déduit  de  suite  celle  de  la 
normale ,  en  écrivant  une  ligkiè  p^endicnlàfrl*  à  k  tàugtnte 
mu  point  de  contact  t  cette  éqoatîon  est  donc 

Pour  avoir  l'expression  de  la  soas-normale  PNy  on  fera  9=0 
dans  Téquation  précédente;  l'abscisse p  correspondante  sera  Alfp 
et  comme  APzrzXj  PNttr^L  f^  ••—  x }  en  sorte  que 

PN^n  MOf-norfli  3=^  -^^ 

On  peut  parvenir  à  ces  deux  résuluts  en  menant  une  per* 
pendiculaire  MR  à  ht  sécante  en  3f ,  tirant  de  la  comparaiioa 
des  triangles  semblables  MRP^  M^Alm, 

^  =  J^  =^  (jr' -h -i  J-*  +  etc.)  f 

et  faisant  î  =  o  pour  passer  de  la  sous-pe/pendi«ulaire  à  la 
sécante ,  à  la  soos-perpendiculaire  à  la  tangente  ou  à  la  sons* 
iMnnale*  Ainsi 

Dte  painetait  de  méibe  de  la  sout-sécante  à  la  ftotis-laii^|«ntit4 
Dans  les  triangles  rectangles  TMP  j  PMN  ^  en  a 
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^  ea  désignant  par  ii  l'angle  it  la  tangente  avec,  Paxe  des 


abscisses 


sin  «  =  ""^j    co*  *  = 


V^i  +  r''  V^i  +  r'* 

parce  que 

a  =  taiig  «  =y . 

Nous  rapporterons  ici  là  méthode  de  Fermât  j  qu'on  pcnt 
regarder  y  ëit  M.  Lagrange  ,  comme  le  premier  inventeur  des 
nouveaux  calculs* 

Dans  l'équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée^  que  Fermât 
appelle  la  propriété  spécifique  de  la  courbe  ,  il  augmente  ou 
il  diminue  l'abscisse  d'une  quantitée  indéterminée ,  et  il  regarde 
la  nouvelle  ordonnée  comme  appartenant  à-la*'fois  à  la  courbe 
et  à  la  tangente  ^  ce  qui  fournit  une  équation  qui  ^  après  les 
réductions  y  devient  divisible  par  l'indéterminée;  cette  division 
faite  j  il  supprime  comme  nuls  tous  les  termes  où  se  trouve 
cette  indéterminée )  et  il  obtient  l'expression  de  la  sous-tangente. 

Ainsi,  X  étant  l'abscisse. ,  ^  l'ordonnée  du  point  de  tan- 
gence ,  et  <  la  sous-tangente  au  même  point  ,i'ordonnée  à  la 

tangente,  pour  l'abscisse  x-f-e^  est  J  +  -^>  ce  qu'on  trouve 

par  les  triangles  semblables  MPTj  Mmm\  en  désignant  Mm  par 

e  :  celte  ordonnée^  H ^  doit  être  égale  à  celle  de  la  courbe 

pour  la  même  abscisse  x  -{'  e.  On  aura  donc  l'équation  dont  il 
s'agit  y  en  mettant  dans  l'équation   de  la  courbe ,  jt  -|-  c  ^à  la 

place  de  x ,  et  ^  +  ^—  à  la  place  de  y.  Cette  équation  ré- 
duite et  divisée  par  e,  donne ^  en  faisant  e=:Oy  la  valeur  de 
la  sous-tangente. 

Ainsi;  l'équation  de  la  parabole 

y^=2px, 
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devient^  après   les  substitutions  x+e  pour  x  et  ^^.^. 

donc,  effaçant  les  termes  y*'^2px,ti  divisant  les  antres  par 
e\  on  aura 

—-  +  — af>  =  o, 

et  efïaçant  encore  le  terme  ^ —  qui  s'ëvanonit,  en  faisant 
e=o^  on  aura  Pëquation 

— ^P  —  o, 

de  laquelle  on  tire 

:tp  a/? 

On  voit  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermai  avec  celle  du 
calcul  difFërendel  :  car  la  quantité  indéterminée,  dont  il  aug- 
mente l'abscisse  ar,  est  la  diiTërentielle  dx,  et  l'augmentation 

correspondante  ~  de  Tordonncc,  est  la  différentielle  âj. 

On  pourra  faire  l'application  des  formules  précédentes  aux 
courbes  du  second  degré,  représentées  par  l'équation  générale 

Jjr^  +  Bxy  +  Cx^  ^Dx-\'Ex  +  F=z  o , 

de  laqdelle  on  tirera ,  par  la  différentiation  , 
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d'où 

et  consëqnemment 

sous- tans  =2  —  r  — --^ — !— ! , 

sous-norm  s=  —  j' 


Etant  donnée  l'équation    , 

* 

et  a  représentant  une  des  valeurs  approchées  d'une  des  racines 
incommensurables^  nous  avons  vu  (Alg.^  1'^.  sect.)  que  pour 
trouver  une  valeur  plus  approchée  a-\»h  ^  il  fallait  substituer 
a'\'p  pour  X  ^p  étant  le  complément  de  a  à  la  racine  jc^  alors , 
(NI  observant  que  p  est  une  fraction  décimale  comprise  entre 
zéro  et  l'unité  ^  on  peut  négliger  les  puissances  de  p  supé- 
rieures à  la  première  ,  en  sorte  que  la  transformée  ordonnée 
par  rapport  aux  puissance  ^^  P  j  ^^  réduit  à  ses  deux  pre- 
miers termes  |  et  donne 

où  (A)  représente  la  proposée  en  y  fahant  a?  =  a,  et  (K) 
est,  après  la  mémo  substitution ,  le  polynôme 

V    ^  dr       ' 

en  sorte  que 
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c'esuà-dire  y  que  b  est  la  çous-Ungenle  de  la  courbe       ^ 

j-  =  x*»  —  uiar-*  +  BxT^  .   .   •   •  ~  7x  +  f^, 

au  point  où  x  =  a«  Donc  a+^  o'cst  autre  chose  que  l'abscisse^ 
plus  11  sous-tangente  correspondante  ^  et  il  est  visible  que  l'extré* 
mité  de  cette  sous- tangente  peut,  dans  plusieurs  pas,  tomber 
plus  loin  de  l'origine  y  par  rapport  à  Tintersectiq^  de  la  courbe 
avec  Taxe,  que  ne  tombe  l'txtrémité  de  l'abscisse  a ,  et  alors 
a^h  excéderait > la  racine.  On  éviterait  cet  inconvénient  en 
tirant  la  corde  de  l'arc  dont  les  extrémités  répondent  aur 
deux  abscisses  qui  sont  les  limites  de  la  racine,  ou  aux  deux 
abscisses  qui  représentent  les  substitutions  qui  ont  donné  des 
résultats  de  signes  différens^  en  effet  ^  cette  corde  traversant  l'axe 
dans  l'intervalle  des  limites^  donnerait  un  point  nécessairement 
plus  voisin  de  l'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe ,  et  "de 
cette  manière;  on  serait  certain  d'aller  en  approchant  de  la 
racine. 

De  l'expression  de  la  sous-tangente ,  savoir 

PT—x  — 
on  déduit 

dr 

Pour  avoir  un  second  point  de  ^a  tangente  TM^  on  imagi- 
nera ^  par  l'origine^  une  perpendiculaire  AD  jusqu'à  la  tan- 
gente, et  on  aura  ADx=iy\^  Mn  ^  c'est-à-dire, 

dx 

Ces  valeurs  de  -,^7"  et  AD  sont  données  en  x}  on  cherchera 
donc  si  elles  prennent  des  valeurs  finies,  lorsque  x  est  plus 
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l^ande  que  toute  ligne  donnée.^  dans  ce  cas  ;  la  courbe  admet 

une  asymptote  détermiaëe  de  position  par  les  valeurs  de  ^7^ 

et  ADj  correspondantes  à  cette  limite  des  valeurs  de  a;  :  si 

Tune  des  cpantitës  AT  ou  AD  étant  finie  ^  l'autre  est  infinie ^ 

rasjmptote  sera  parallèle  à  l'aite  sur  lequel  se  porte  la  valeur 

infinie  :  si  les  valeurs  de  AT  ei  AD  sont  infinies  à-la-fqis  y 

la  coorbe  n'admet  pas  d'asymptotes.  Il  pourrait  encore  arriver 

que  ces  quantités  devinssent  nulles  en  même  tems^   dans  ce 

cas  j   la  courbe  aurait   une    asymptote   passant   par   l'origine 

des  coordonnées ,  dont  la  direction  serait  donnée  par.  la  valeur 

dr        ,    . 
du  —-  qui  répond  à  la  limite  des  valeurs  de  x.    An  reste  p 

nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  question  des  asymptotes  y 
pour  la  traiter  avec  tonte  U  généralité  qu'elle  comporte» 
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CHAPITRE    XVI. 

Théorie  des  Contacts  et  des  Développées  des 

*  •  * 

Courbes  planes. 
Pour  coasidércr  la  question  d'une  manière  générale;  soit 

.   y—f* 

l'équation  d'oae  cocurbe  quelconque  proposée,  et 

l'équation  d'une  ligne  droite  ou  d*une  autre  courbe  qa*oa 
-veut  comparer  à  celle-là  :  a;  et  j^*  sont  les  coordonnées  de  la 
première  courbe  ^  p  tl  q  celles  de  la  seconde ,  et  toutes  ces 
coordonnées  sont  rapportées  à  la  même  origine. 

Pour  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  conunun  '  relatif 
à  l'abscisse  x ,  i\  faut  qu'en  faisant  l'abscisse  pz=:x,  les  or- 
données soient  égales  ^  ou  qu'on  ait  g  =:jr. 

Pour  comparer  maintenant  le  cours  de  ces  courbes  au-delà  du 
point  commun ,  on  écrira  dans  leurs  équations  ,  x  -i^  i  pour  x 
et  pour  py  et  l'on  auray^a?  +  ')*  ^(^+  0  pour  les  ordon- 
nées des  deux  courbes  qui  répondent  à  la  même  abscisse ,  et 
qui  sont  éloignées  de  la  quantité  (  de  l'ordonnée  au  point 
commun.  Donc  la  différence  D  de  ces  ordonnées  sera..* 
y(x+i)  —  F(«+  i)  ^  c'est-à-dire ,  qu'on  aura 

D  =  i  {J'x  —  F'x)  +  —  Ue{x  +j)  —  F«^x  +f)  ] , 

2 
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j  étant  nne  quantité  indétenninëe  (pag.  170))  mais  renfermée 
entre  les  limites  xéro  et  i. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  courbes  soient  tellea 
qti*on  aityic=iPx3  outre  un  point  commun  ^  elles  prendront , 
en  ce  point  ,  une  tangente  commune,  puisque  (chap.  XV) 
y'jr,  F'x  expriment  les  tangentes  trigonométriques  des  angles 
faits  par  les  tangentes  pour  l'abscisse  x  avec  une  parallèle  à 
Taxe  des  abscisses  :  on  aura  donc. 

Ce  rapprochement^  fiour  fxssF^Xj  deviendra 

et  ainsi  de  suite ,  en  j»'enantyj'^j:  =  F'"«  etc. 

Il  est  visible  que  chacune  de  ces  différences ,  pourra  toujours 
être  rendue  plus  petite  que  la  précédente,  abstraction  faite 
des  signes }  car  on  pourra  toujours  déterminer  i  de  telle  ma- 
nière qu^on  ait,  par  exeipple^ 

ce  qui  revient  à  satisfaire  à  Tlnégalité 

OÙ  Pabscisse  x  est  donnée,  et  /*une  quantité  entre  xéro  et  1  j 
et  il  est  visible  aussi  que  cette  condition    ne  peut  avoir  lieu 
pour  une  valeur  déterminée  de  *,  sans  être  remplie,  à  plus 
forte  raison,  pour  des  valeurs  plus  petite^  de  i* 
Supposons  que  dans  l'équation 


aa4  ^  Leçows 

f<g*  2-  qui  est  celle  de  la  courbe  DMC^  il  entre  n  constantes  }  la 
nature  de  cette  courbe  ne  changera  pas  y  ai  Ton  fait  varier 
ces  constantes  sans  altérer  la  relation  entre  p^  if  et  ces  mêmes 
constantes  ^  seulement  la  coilrbe  prendra,  nite  autre  position , 
elle  passera  par  d'antres  points.  Ainsi  y  la  question  de  trouver, 
parmi  toutes  les  courbes  représentées  par  f:==:Fp^  les  n  cons* 
tantes  comprises  dans  Fp  y  étant  arbitraire ,  celle  dont  le  coturs 
s*approche  le  plus  de  celui  de  Ja  courbe  donnée  HMB  y  re- 
présentée ^^T  jr'=^Jxy  se  réduira  à  déterminer  les  n  cons- 
tantes qui  sont  les  élémens  de  position  de  la  courbe  DMCy 
de  manière  que  les  n  premiers  termes  des  deux  développemens 
<^®/(^  +  '}'  F^x^iy  deviennent  égaux,  on  de  manière 
qu'on  ait  ces  n  égalités  ^ 

ySrasFjc,    J'x  =  F^Xy    /f'x  =  FVxytlc. 

Dès -lors  il  sera  impossible  de  faire  passer  entre  les 
deux  courbes  DMC  et  HMB  une  troisième  courbe  dont 
Péqualion  S  x=z9^t  renfermerait  moins  de  n  constantes  arbi-  « 
traires  y  cette  courbe  devant  d'ailleurs  avoir  le  point  ^  commun 
avec  les  deux  premières.  Pour  le  démontre^  ;  poson%les  troi& 
développemens 

/(*  +  o=/«+»y'«  + 


F{x'\'i)  =  Fx^  iF'x  4^- 

!•  •  .(Tl'^l  )  i.2»«.n 


I"-«  ï' 


7 


( 


1»X  ClLCltf»  psfHntMTïK,:  ^ 

tm  qo^^tlé  y  f  top  jours  çompriie  içulrt  wrQ  fst  £,  pQOWlt  ji'itrt 
pM  J«  même  (}ao«  Uf  trp»  A4v|i)opp«inen|. 
$i  Tot  daigne  tpujoars  p«ir  ^  b  4ifierfiii|e  iiei  dtus  prer 

premien  IflT^^t 


«t  à  Toi»  qot*  p«r  4  Ifl  diflRrtttc*  e^tlV  l«  ppeiniw  «t  I«  troir 
«ièmc  4iM<9|^e^ept,  dont  «o  o*  pwt  ^g<J«r  que  !•»  «  -r  » 
premiers  termes ,  parce  qne  fr  q*  faa^tm  qw  W  «ombre  Al 
«ooftintef  lu-jKlra^-es,  «q  am 

Or  b  AA'érfoce  i)  jpoom  toajoturs  ttve  rtmime  moinilr*  qtw 

4 ,  «bftractioa  fo'i»  4(m  n«nM|  pwtfa'a  wffin  d*  itrandc?  i 

Ul  qw'oq  «it 

KMWH  HMibr^  IMir j  0»  p^irii  4ïrirc  in différeiite  JD  «i-^s«M« 
W<î  <pi'il  «vif 

ft  il  en  résulte  que  comme  il  est  tQujOm^  ppiai]»Ie  du  diminncr 
»  à  tel  ppîfit  qu'oD  «il 

le  signe  de  D  ne  dépeiiii(ra  pins  qne  de  celni  de  /•  :  aînsi.lotsqne 
la  différence  /"«  —  ^«  a^ra  positire  pour  k  valeur  de  » 

i5  «» 
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qu'on  considère  y  nëecssàirement ,  à  droite  et  à  gauche  àû 
point  commun  ,  et  dans  une  très  *-  petite  étendue ,  la  courbe 
Fîg.  a-  DMC  sera  an-dessous  delà  courbe  H  MB  \  et  y  au  contraire, 
elle  sera  au-dessus  ^  si  la  difSérence  J^x  -—  F*^.  est  négative* 
Si  n  est  impair ,  et  que  /*^x  —  F"a(?  soit  ^  o  ,  la  courbe  DMQ 
sera  au-dessous  de.  H  MB  ,  à,  droite  de  M^  et  au^-dessus  à 
gauche  ,  toujours  en  s'écartant  très-^peu  -dans  les  deux  sens. 
Ainsi  y  quoique  la  courbe  DMC  touche  la  courbe  HMB  en 
Mj  cependant  elle  la  coupe  dans  ce  point.  Nous  reviendrons 
plus  loin  sur  celte  circonstance. 

ir  A  proprement  parler ,  dit  M.  Lagrange  y  6%ns  les  Fonc-^ 
«  tiofis  ^^nalytigues  y  les  courbes  ne  coïncident  que  dans  le 
«  point  où  les  coordonnées  sont  égales  ^  et  l'égalité  des  deux , 
«  trois  >  etc.  ^  premiers  termes  des  développemens ,  ne  les  rend 
«  pas  plus  coïncidentes  dens  d'autres  points ,  mais  elle  les  fait 
«  approcher  de  manière  qu'aucune  autre  courbe  pour  laquelle 
«  le  méii;^c  nombre  d'égalités  n'aurait  pas.  lieu,  parce  que  le 
c<  nombre  de  ses  constantes  arbitraires  ne  le  comporterait  pas  , 
«  ou  parce  que  quelques-unes  d'elles  resteraient  indéterminées , 
«  ne  puisse  passer  entre  les  deux  premières  courbes,  w 

Le  contact  qui  résulte  des  èg^MiéB  fie  =:  Fx  ^  f^x  :=  F'ae 
est  dit  :  conêact  simple ,  ou.  du  premier  ordre.  Le  contact 
résulUnt  des  trois  égdHilés  ficsrzFx  y  f'x:=^F'x ,  f^xssF^^^ 
est  dit  t  du  second  ordre.  En  général  y  deux  courbes  repré- 
sentées par  jr  s=/x  et  g  zzz  Fp  ^  ont  un  contact  de  tordre 
R  — 7  1  y  lorsque  les  n  premiers  termes  des  développemens  de. 
J'ix  +  i)  et  F(x  +  I ) ,  sont  égaux. 

Mous  allons  éclaircir  ces  principes  par  quelques  applications* 

Soit  une  courbe  quelconque  qui  ait  pour  équation 

ft  comparons-la  avec  la  ligne  droite 
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4t  t\  h  étant  les  deux  constantes  qui  en  fixent  la  position.  La 
condition  d'nn  point  commun  ,  donnera  fxr=:  Fx^  c'est-à-dire , 

Jx  =s  ax  ^  h  y 

«quatîon  qui  servira  à  déterminer  l'une  des  deux  constantes 
a     b  ;  l'autre  sera  fournie  par  la  condition  f*x  =  F'x  ,  .qui 

donnera 

^  Ajr  

djc 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  a  et  de  ^  dans  l'ëqnation 
de  la  droite,  la  changera  dans  celle  d'une  tangente  à  la  courbe 
y  -mfx,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x^  y  ^  en  sorte 
qu'on  aura  cette  cquatron  de  la  tangente 

<^u'on  peut  mettre  sous  la  forme  ^ 

dy  • 

six 

OÙ  â:  et  ^  sont  les  coordonnées  du  point  de  taogence,  et  q 
et  ^  1(S  coordonnées  générales  de  la  tangente.  C'est  l'équation 
trouvée  autrement   dans  le  chapitre  prccétlent. 

Je  dis  que  cette  droite  jouit  de  cette  propriété  qu'aucune 
autre  droite  ne  pourra  être  menée  entre  elle  et'  la  courbe  ; 
car  soit 


f  »  I. 


^équation  d'une  autre  droite  quelconque  ;  pour  qu'elle  passe 
par  le  même  point  coranuiii  ^  il  faut  que  Ton-  ait  aussi 

^x  ^=Jx , 

et  pour  qu'elle  puisse  passer  entce  la  courbe  et  la  droite  que 


\ 
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nous  venons  de  considérer ,  il  faudra  ^  de  pluf ,  que  Ton  ait 

Ces  deux  conditions  donnent    . 

m 

d'où  l'on  tire ,  pour  les  constantes  h  et  g,  les  valeurs  précé- 
demment obtenues  pour  a  et  6  ;  de  sorte  que  celte  dernière 
droite  coïncidera  avec  la  première.  Le  contact  le  plus  intime 
entre   une  courbe  et   une    droite  ,   est  donc  un   contact  du 

premier  ordre,  '., 

On  déduira  aisément  de  là  l'équation  'de  la  normale  et  le» 
expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale. 

Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la 
courbe  proposée  j-  =A-  Le  cercle  rapporté  aux  coordonnées 
rectangulaires  p  ti  q ,  p  étant  l'abscisse  et  q  l'ordonnée ,  a 
pour  équation 

où  a  et  fr  sont  les  coordonnées  du  centre,  et  r  le  rayon. 
Ces  constantes  arbitraires  étant  au  nombre  de  trois,  il  pourra 
y  avoir,  entre  le  cercle  et  la  courbe,  un  contact  du  second 

Ordre* 

On  tire  de  Tequation  du  cercle 

q  =  h^y/{r-^{p'^ay}  =  Fp^y 

ainsi ,  la  condition  fx:=iFx  donne 

j^  =  b  +  y/{r^~{x-aY]. 

,    ,.         dy         à{Fx) 
On  a  ensuite /'x  =;: /^x  ,  c'est^-dire,  -jj=="  ^^    'j   ©a 

Af  T  —  a 
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et  enfin  /^x  =  F^^jc  ,   ou  -r —  =  — -- — ■ — •  qui   donne 


De  la  seconde  équation  on  tire  ^  en  désignant  -^-  par  ^|. 


et  de  là 


«  r  ^  V   1  x—  a 


La  première  donne 

dy 

La  troisième,  en  y  faisant  —r— ^r^rj-",  et  remplaçante 


•     •     *! 


X  —  a 


|/r*  — ("*  -r-  «)*  par  sa  iraleur  —  — —  ,  ou  par  —  - 

devient 

d'où  Ton  déduit 

Substituant  cette  râleur  de  r  dans  (i)  et  (*) ,  on  trourera 

w — ^:^^,  *=r+^ (5) 

Les  trois  constantes  a ,  5  et  r ,  qui  entrent  dans  Tcquation 
générale    du   cercle  y   étant    ainsi    délerniinées ,  on    en  peut 


conclure  qu'aucun  autre  cercle  ne  pourra  passer  entre  la  courbe 
proposce  ot  le  cercle  dctenuinc  de  position  par  cis  valeurs 
àt  a  ,  h  ei  c.  En  effet,  pour  qu*un  autre  cercle  $•=  ^^ 
rapporté  aux  coordonnées  rectanguloireb  S  vt  r^  s  étant  Por" 
donnée  et  r  l'abscisse  ,  put  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle 
dont  il  s'agit ,  il  faudrait  que  Ton  eût 

6r  /  les  constantes  arbitraires  élant ,  pour  ce  second  cercle , 
gj  h  y  k,  en  les  déterminant  d'après  ces  trois  conditions,  on 
aura  ,  pour  g,  h  et  ky  exacle>iient  les  mêmes  valeurs  que 
pour  a ,  b  et  c  ;  par  conséquent ,  le  nouveau  cercle  coïnci- 
dera avec  le  premier  y  et  n'en  formera  qu'un  avec  lui. 

Le  cercle  ainsi  déterminé  ,  aura ,  avec  la  courbe  y  ^=^Jx , 
un  contact  du  second  ordre ,  et  il  jouira,  relativement  aux 
cercles,  de  la  même  propriété  que  la  tangrnte  à  l'é^^ard  des 
lignes  droites  ]  par  cette  raison  ,  les  géomètres  l'ont  notnmé 
cercle  osculateur  ^  ou  cercle  de  courbure , '^wcù  qu'il  seit  à 
mesurer  la  couibure  de  la  courbe  au  point  de  contact.  Le 
rajon  r  de  ce  cercle  se  nomme  rayon  de  courbure ,  parce 
que  la  courbure  de  la  courbe  au  point  de  contact ,  est  en 
raison  inverse  de  la  longueur  de  ce  rajron  ^  les  quantilés  a 
et  b  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur. 
Ainsi ,  on  pourra  toujours  décrire  le  cercle  osculateur  en  un 
point  donné  d^une  courbe. 

En  regardant  le  rayon  r  comme  donné  dans  l'équation  du 
cercle ,  il  ne  reste  plus  d'arbitraires  que  a  et  ^ ,  pour  les- 
quelles on  a  ces  déterminations 

a:=x z==r9    fc=^H ; 

eu  sorte  que  ce  cercle  est  tel  qu'entre  lui  et  la  courbe  on  i^e 
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pourrait  faire  passer  aucun  autre  cercle  de  même  rayon.  Ainsi 
ce  cercle;  quoir|u*ayant  avec   la  courbe  un  contact  moins  in- 
/tlme  que  cefui  dc»tit  les  coordonnées  du  centre   et  le  rayon 
satisfont  aux  trois  conditions 

la  touche  cependant  dans  le  point  commun  ,  puisqu'en  ce  point, 
la   courbe    et    ce   cercle   ont  même  taugcfite  ;    ce  qui  résulte 

de  ce  que  le  -r —  au  point  commun  ,  est  le  même  pour  la 

courbe  et  le  cercle,  ^ 

Comme  cette  conclusion  a  Jieu  ^  quelle^ue  soit  la  vaieux 
du  rayon  r^  on  peut  regarder  le  rayon  r  coninie  indéterujiné 
dans  les  expressions  ci-dessus  de  a  et  de  ^  j  alors  ,  ces  coor* 
données  appartiendront  à  une  ligne  droite  dont  l'cquation 
rësolterade  l'élimination  de  r,  opéraiion  quf  donnera 

i=jr-f..— ^ — ,     ou     é— j-  =  ^(a?~a); 

et  après  avoir  remplacé  h  par  ^^  et  x  par  p  ^ 

dx    ^  \ 

Cette  droite  sera  donc  le  lieu  des  centres  de  tons  les  cercles 
qui  peMvent  être  tangens  à  la  courbe  au  même  point  ;  elle 
sera  donc  normale  à  la  courba  j  et,  en  effet  ^  nous  retrouvons 
Tëquation    de  la   normale  (  pâp^.  216).       - 

Si  l'équation  y  •=J'x  devient  celle  des  sections  coniques 
qui  ont  un  centre ^  et  qui  sont  représentées  par 


on  trouvera 


I  n?  f  I  4-  y?;  ',  x^  -4-  n  I  *   j 


nin 
rmx 


|w  ; I  +m)  x^  +  n \ 


>î 
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I 


b^jr- 


■•• 


|m(i  +m)  ar»+n}  » 


On  appelle  dés^eloppée  la  courbe  qui  est  le  Heu  des  centres 
des  cercles  osculateurs  \  les  coordonnées  de  cette  courbe  sont 
donc  cellfs  des  centrer  de  courbure  ,  que  nous  avons  dësi— 
gnées  par  a  et  b.  Pour  obtenir  l'équation  de  cette  développée^ 
il  faut ,  dans  les  expressions  (4)  et  (5)  de  a  et  2»  ^  remplacer 
y  y  j'y  j^ j  par  leurs  valeurs  en  or,  déduites  de  l'cqu^ion  de 
la  courbe ,  puis  ^lio^îner  x  :  le  résultat  de  cette  élimination 
sera  l'équalion  cherchée. 

FaisoDi  le  calcul  pour  la  parabole  de  l'equatioii 

en  la  résolvant  par  rapport  à  x,  on  a 

dop         ny  ^      d***  a 

àj         m         d^*         m 

Or  les  formules  (4)  et  (S)  ;  rapportées  à  Thypothèse  de  y  va- 
riable principale  y  se  changent  dans  celles-ci  : 

a— «  =  +  — jj— ,    *— j'^ ^5 1-, 

on  conclut  de  là 


I  I 


Mettant  dans  ces   expressions  pour  j  sa  valeur  m»jr^,  i) 
viendra 


p^6= p.,  X — a= — a» ;  d'où  a;  =  Jf  a u 

.   mï  *  \  a.  / 


! 
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Portant  cette  râleur  de  x  dans  b  ^  on  trouve  y  <ui  faisant 
ut  =  2/7, 

27  m  'jrjp 

équation  à  la  développée  de  la  parabole.  Pour   a,'=zp  on  afig.  3* 
à  ==0|  en  sorte  que  l'origine  de  cette  développée  est  au  foyer 
K  de  la  courbe  :  pour  porter  l'origine  des  coordonnées  en  Fj  ' 
on  fera  a-^ps^^a',  d'où  résultera 

A»  = , 

équation  comprise  dans  jri:=:^px'',  qui  représente  une  fa- 
mille de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n^est  qu'un  cas 
particulier.  La  précédente  est  une  parabole  du  troisième  degré 
formée  de  deux  branches  FD  ^  Fdy  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  j4X  ,  et  dont  la  première  est  le  lieu  des  centres  de 
courbure  pour  la  branche  AM  y  et  la  seconde  est  celui  des 
centres  pour  la  branche  Am* 

Pour  mieux  concevoir  la  nature  des  développées,  en  général, Fig.  4< 
imaginons  que*  d*un  point  quelconque  C^  et  avec  un  rayon 
quelconque  r,  on  décrive  un  trcs-pctit  arc  de  cercle  mm\ 
que  l'on  prolonge  le  rayon  extrême  772^  C  d'une  quantité  quel-* 
conque  CO,  de  manie re  à  former  un  nouveau  rayon  r%  et 
qu^avec  ce  rayon  on  décrive  un  nouvel  arc  m'm^  ^  que  Ton 
prolonge  encore  le  rayon  extrême  m^'C  d'une  quantité  qucl«- 
couque  OOfy  de  manière  à  former  un  troisième  rayon  r^y 
avec  lequel  on  décrira  un  troisième  arc  m^fm"\  et  ainsi  de 
cuite  ^  on  formera  une  série  d'arcs  de  cercle  qui  se  toucheront 
par  les  extrémités ,  et  dont  les  centres  O,  C,  O",  etc.,  se- 
ront les  angles  d'un  polygone ,  qui  aura  pour  côtés  les  diffé- 
rences r' — fy  r"  —  r',  r^'—r^/,  etc.  Si  on  imagine  ce  poly- 
gone enveloppé  d'un  Hl  tel  que  la  partie  extrême  soit  dirigée 
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suivant  le  premier  c6té  CO   du  polygone  ^  et  s'étende  de   la 
quantité  r  au-delà  de  ce  polygone,  il  décrira ,  par  son  extrë* 
mité  m'y    \gi  suite   des    arcs  que  nous  venens   de  considérer. 
Maintenant  y  plus  les  arcs  seront  petits,  plus  leur  suite  appro- 
chera d*une  courbe  continue  dont  ils   seront   les  arcs  oscula- 
.teurs  j   et  plus   le  po'ygone  approchera  de  la  courbe  formée 
par  les  centres  des  circonférences  osculatrices  ^  ces  deux  courbes 
spnt  donc  les  limites  des  arcs  et  des  polygones  ,  ai  tout  ce  qui  u 
constamment  lieu  dtins  ces  suites ,  a  lieu  également  pour  ces  cour— 
bes.  On  peut  donc  concevoir  une  courbe  quelconque  comme  for- 
mée par  le  développement  d'un  fil  qui  enveloppe  la  courbe  qui  est| 
%  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs.   Nous  avons  dit  qu^on 
nommait  cette  courbe  développée^  et  la  preiviière  est" dite  dévelop^ 
pant^  On  voit  par  là,  i**.  qu'un  arc  quelconq^e  de  la  développée 
est  égal  à   U  différence  des  deux  rayons   de  courbure   de  la 
développante ,  correspondais  aux  deux  extrémités  de  cet  arc  ; 
2°.  que  le   rayon   de  courbure  est   tangent  à  la  développée. 
Or ,  la  développante  étant   u«e  courbe   algébrique ,   on  aura  ^ 
au  moyen  des  formules  précédentes  ,  ses  rayons  de  courbure 
et  la  nature  de  sa  développée  ^  exprimés  algébriquement.  On 
aura  donc  ainsi  une  infinité  de  courbes  algébri<J\ies  reclifîables  , 
c'est- à-dire  y.  telles  qu'on  poura  assigner  une  ligne  droite  de 
morne  longueur  qu'une  portion  quelconque  de  leur  contour  \ 
.c'est  en^^oi  consiste  la  théorie  des  développées  d'Hujrg/icns^ 
qu'on  n'avait   démontrée  que  par  des   considérations  géomé- 
triques. Nous  allons  obtenir  les  mêmes  conclusions  par  l'analyse» 
A  cet  effet  y   nous  reprendrons  les  équations 

(^x—ay  +  iy  —  by  =  r-.   .   .   .  (i)       ' 

« 

X  — a  +  4^(r— A)  =  o.   .   .   .(a) 
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^jpi  remplacent  celles^! 

djr  X  —  a 


trôavëes  (  pag.  2aS  et  229  ).  Si  l'on  différentie  les  deux  pre- 
nûères ,  eu  observant  que  a  ,  ^  et  r  varient  avec  x  ^  on  aura 

(— )(-è)+(.-*.a-S=':£ («, 

-è+ë(--«+è(^-^)=» («)• 

Or  les  ëqnations  (i),  (a)  et  (5)  ont  Keu  pour  chaque  point  de 
]a  développante  ,  et  ies  équations  (4)  et  (5)  ont  lieu  pour  la 
totalité  de  ces  points;  donc  cas  équations  existent  ensemble! 
mais  l'équation  (3)  réduit  (5)  à 

dtf         dj^       d^ 

d^+d^-dT^^ ^^)' 

çt  Péquation  (a)  réduit  (4)  à 

,  ^  da  ,     dj  dr 

-(*-«>  d^-(j^~*î-î^='-â^ (7). 

Si  on  élimine  ~-  au  moyen  des  équations  (a)  et  (6),  on 
aura  celle-ci 

^"^"^^d^-^^-*^dJ  =  ^^ 
laquelle  étant  combinée  avec  (1)  donne 

da  db 

àx  ,  dx 


K(ë)v  Q-   "    J/(S)*+  (Ë)" 
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De  plus,  si  on  sabstitae  cet  yaleon  de  #  €l  4ey  4m^  (f),  t» 


trouvera 


i'Vmy^m 


Mais    comme   on  peut    prendre  a  pour  rariable    principale, 

dr        da       dA 
on  remplacera  (chap.  YU ,  pag.  89) ,  —  ,  — ,    ^  ,  par 

dr        dx       4^       da:       dé       d-^c      ,       ,  j  »    •  j. 

-7—  :  -r—  *   -^  :    -T—  >   -3 — ".   T-  *  le»   ^e***  points  indi- 
aa        da        dm       da        da        da 

dm 
quant  un  quotient 3  et  raoltipliant  de  part  et  d'antre  par  --r —  1 


on  trouvera 


^=»/{'+(0}- 


.  Or,  nous  démontrtrem  (chap.  XV U)  que  cette  expresaiov 
est  celle  du  coefficient  difFérenticI  de  rare  d'une  courbe  ayant 
pour  coordonnées  a  et  &;  en  sorte  que  si  Ton  vomnie  s  cet  arc, 
on  aura  drzziàs,  d'où  résulte  r=:x,  ou  ^  plus  généralement, 

r  =  s  +  h, 

h  étant  nnê  constante  qui  disparait  parla  différentiation.  Ainsi 9 
les  rayons  de  courbure  sont  égaux  aux  arcs  de  la  développée  f 
nogiuentés  d'une  long|i«ur  constante  A,  et  conséqneninaent  Us 
rajrons  de  courbure  varieru  par  les  mêmes  différences  que  les 
arcs  de  la  développée» 
5,  En  second  Keu ,  l'apgle  que  la  tangente  en  un  point  N  de 
la  développée,  fait  avec  l'axe,  c'e^t-|i*dire ,  TapgU  NRX-f  ^ 

db 
pour  tangente  trigonométrique  -j-^  y  en   désignant  par   a  et 

h  les  coordonnées  AP  ,  PN  \  celte  tangente  rapportée  à 
X  variable   principale ,    est    donc    exprimée   par   U   rappoit 


BK  Calcul  DirFfiRsivl>itt.  aS/ 

:    d'aUleurs  le  rayon  NM  du    cercle  osculaieur 


do:         dx 

m 

en  Af  à  la  courbe  jéL  ^  dont  les  coordonnées  sont  x  ei  y , 

étant  perpendiculaire  à  la  tangente  en   AI  y  la  tangente  trigo- 

nométrique  de  V-AUgle  MRX  a  pour  expression  (pag. '216) 

ox  I 

—  -; —  = : —  ;  or  l'équation  (6)  donne 

db         da  dy 


dx         dx  dx 

n    est   donc  démontre   que  la  droite  qui  est  tangente  à  la 
développée ,  est  normale  à  la  développante ,  ou  réciproquement. 

Nous  ferons  une  autre  application  de  la  théorie  exposée 
dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent  ^  à  la  courbe  célèbre 
connue  sous  le  nom  de  Roulette  y  ou  de  Cycloïde,  On  ne  sait 
pas  au  juste  quel  est  celui  qui ,  le  premier ,  en  a  remarque 
la  génération ,  mais  il  est  certain  que  les  Franç^iis  sont  les 
premiers  qui  se  soient  livrés  à  la  recherche  de  ses  propriétés. 

JLa  cjrcloïde  est  la  courbe  décrite  par  l'un  des  points  de  Fîg.  6. 
la   circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  ligne  droite. 

Nous  pouvons  supposer  l'origine  de  la  cycloïde  en  A ,  en 
sorte  que  le  cercle  ,  dans  sa  première  position  y  touche  en 
ce  point  la  droite  AX.  D'après  la  loi  de  génération^  le  cercle^ 
en  roulant  y  applique  sncccssivement  tous  les  poifits  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AXy  d'où  il  résulte  que  lorsque 
le  cercle  générateur  est  dans  une  position  quelconque  QMO, 
la  distance  AQ  entre  les  deux  points  de  contact ,  est  égale 
à  l'arc  MQ  compris  entre  le  point  décrivant  M,  qui  était 
d'abord  en  -^,  et  le  point  de  contact  Q.  Lorsque  le  point 
décrivant  est  revenu  sur  l'axe  AX  en  L ,  AL  est  la  circon- 
férence du  cercle  générateur  ,  rectifiée  ,  et  la  trace  de  ce 
point  est.  la  cycloïde  AMKL  dont  il  s'agit  de  trouver 
l'équation. 


I 
t 
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Or^  AP^=^Xj  PMz^s.y  étant  les  coordonnées  du  point 
M^  la  loi  de  génération  que  nous  venons  denoacer,  se  tra- 
duit ainsi  :  * 

X  =  ^Q  —  -PQ  =  arc  MnQ  —  JfiV, 

c'est-à-dire, 

X  =  arc  (sin  verse  =  ÇA^)  —  MN , 
ou 

X  =arc  (sin  verse  =y)  —  Vaay  — j-», 

en  désignant  par  «  le  rajon  du  cercle  générateur.  Telle  est 
l'équalion  finie  de  la  c^cl/ide ,  qui  est  transcendante  ,  puis- 
qu'elle renferme  une  ligne   trigonométrique. 

Mais  l'arc  AJnQ  peut  être  désigné  par  son  sinos  MN^  qui 

est  V^a»^ — J^*j  en  sorte  qu'on  a  ainsi 

X  =  arc  (sin  =  V^aoy  — j^')  —  V/»*Sr-— jF* 

-  Or  (pag.  43) 

d  (  arc  (sin  =  l/ao;-—- ^•))  =  —  *^  (*)  j 

V  2  ajr  —  jr» 


(*)  En   panant  de  ^  =  sin  x ,  nous  avons  trouvé  (  chap.  IV).,,, 

"5^  =  cof  X ,  pour  le  rayon  =  i  j  donc ,  pour  le  imyon  =  p,  on  aun 

dy  cos  r  ... 

-j-f  i=  ■ ,  et  coméquemment  k  différentielle  de  arc  («in  =  x)  éumt 

dx  f^x 

'.   pour  le  rayon  r=  i,  sera                    ■  pour  le  rayon  r:  or, 

kl  — XX                                              Vr'-xx  /          *      » 

"^         *  <••  •    • 

dans  le  cas  dont  il  s^agtt,  x=  Vaa/-  — y^,  et  conséqueinnent  .    .'.  :. 

,  («  —jr)  dr  ^ ^ 

dx  =  zzr  $  d'ailleurs  |/  r»  —  x»  =  ^/««  —  a«7-  -h  y*  =  «     r  : 

y  ^ay  —  jr* 

m  nljf  «dx  «dy* 

donc  ^— ^    -    ■■■ ,  ou  -— ^=z=:   deviendra  ^     — • 

yjr^^x*  V'v  — X»  |/a«y— ^ 


D'ailleurs , 

donc  Téquation  difTérentielle  de  la  cycloïile  est  / 


or 

Ela  changeant  dans  celte  équation ,  x  en  av  —  at  ,  «t  étant 
la  demi- circonférence  du  cercle  générateur ^  t\  y  en  û*— j^, 
on  aurait  pour  équation 


^f 


=.1/ 


£n  partant  de  Péquation  différentielle 


on  trouve 


rt 


r^x  yy 

sous-tang  =  ^ —  j^  —  y 

sous-norm  =  -    ^  -  =^  k  2  «y  *^yy^ 


Ces  deuT  valeurs  sont  faciles  à  construire  :  en  effet  |  à  cause 
de   QN=iMP  -=.  7-,  li>rdonuée  MN  du  cercle  générateur, 

est  =  1/2 «j — yy-j  ainsi,  PQr=  ^^/iV étant  la  sous-normale, 
la  corde  Af  Q  de  l'arc  Af«Q  sera  la  normale ,  et  consccjuem- 
ment  la  tangente  MT  sera  le  prolonf^cment  de  la  corde  MG 
qui  sous^tend  Parc   supplément   de  JyÂnQ» 

On  pourra  rapporter  ce  point  M  sur  le  cercle  fixe  ^jmg^ 


» 
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de  même  rayoti  qne  le  cercle  générateur,  ce  qui  se  fera  cît 
tirant  la  droite  3frn  parallèle  à  AX'y  alors,  si  on  mène  AIT* 
parallèle  à  mg ,  et  MQ  parallèle  It  mq  y  on  aura  la  tangente 
et  la  normale  en  M, 

Passons  maintenant  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
Nous  avons  déjà 


_  »t^  —« y_       -  • 


on  déduit  de  là 


V^^j—y  — 


yi»-—r) 


Faisant  ces  substitutions  dans  1  expression  du  rajron  de  courbure 


Cl  +^*)» 


.r"  -r'f  ^ 


x'^ 


rapportée  à  l'hypothèse  de  y  variable  pnncf][>ale  (page  8a),  on 
trouvera 

3  1_  y 

i 

Ce  résultat  montre  que  le  rayon  de  courbure  MM'  est  double 
de  la  normale  MQ  j  et  qu'ainsi  sa  plus  grande  valeur  est  le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur ,  diamètre  qui  est  en 
même  tems  l'ordonnée  et  la  normale  au  point  K  pour  lequel 
la  tangente  devient  parallèle  à  Taxe  AX» 

Les  formules  x  —  a^  y-^  b ,  toujours  rapportées  à  l'hypo- 
thèse de  jr  variable  principale,  deviennent ,  après  Kes  subs- 
titutions   faites    pour    x'   e,i   xV    de   leurs  valeurs   trouvéei 
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(pag.  28a  }|  et  les  réductions 

X  — tf==  —  2  y  a  ajr  —yy ,    y'^h^=.'xy  y 
d'où  l'on  tire 

yz=:^^b  y     ar==a  —  2  V^ —  2 <t6  —  W. 

Ces   valeurs  de  x  et  de  ^  ^  rapportées  dans  l'équation  de  la 
cycloïde  en  quantités  finies  ^  la  changent  dans  celle-ci 

fl  — a  V^?— aa6  —  ^ = arc (sin  vers =—fr)  —  V^ — 2*6 — bb^ 

qui  devient 

a  =  arc  (sin.vers  =  — 1  &)  +  V^ —  2  *^  —  ^*. 

d'où  on  conclut  que  la  développée  de  la  cycloïde^  n'existe  que 
pour  des  ordonnées  négatives.  On  changera  donc  le  signe  de 
^  y  et  Téquation  précédente  deviendra 


a  =  arc  (sin  vers  £=  6)  4*  V^^  itb  -^  bb , 

équation   qui   se  rapproche  ,   par  sa   forme  ^   de    celle  de  la> 
cycloïde* 

Pour  6  =  0|  on  trouve  a=o;  ainsi,  la  développée  touche 
l'axe  jiX  k  l'origine  A  des  coiordonnées  :  pour  hs=zua,  on  a 
azzzAI=iJfLzrzir  y  4r  étant  la  demi-circonférence  du  cercle 
générateur^  en  observant  que  Tare  qui  a  pour  sinus  verse  le 
diamètre  y  est  la  demi-circonférence.  Donc,  si  Ton  prolonge 
Kl  au-dessous  de  l'axe  jiL  d'une  longueur  lA'  =  IK  diamètre 
du  cercle  générateur^  le  point  ^^  sera  a  la  développée  :  on  pourra 
transporter  l'origine  des  coordonnées  a  et  6  à  ce  point  A' y  et , 
pour  cela ,  il  faudra  supposer  a=AJ — JE  ^zir-^  A'P'-=  «r—  afy 
h  =  EP'  —PM'  =  lA'  —  P'A/'  =  a*  —  ^'  :  ces  substitu- 
tions faites  dans  la  dernière  équation  ,  donneront 

»  —  a'  =  Irç (sin  vers  =  (a«  —  b'))  +  y'C 2 ctfc'  —  b'b')y 

16 


^42  Lsçoxrs 

d'où  l'on  tire 

a'  =  flr  —  arc  (  nn  vers  s=:  (a  «  — fc'))  —  \/(  a«A^ — b'^J, 

Or,  l'trc  qui  a  pour  sînus  verse  2  m  —  b',  c'est -à -dire  9 
EM'  =  QIV\  est  Qn'M'^  et  »—  cet  arc,  est  l'arc  M'p'Q^ 
^i  M.  A^Q'  ou  ^'  pour  sinus  verse)  ainsi 

a'  =  arc  (sin  (  vers  =  &'))  —  y^aJ/  —  ù'b'j 

ëquation  d'une  cjcloïde  dont  Torigine  est  en  ji',  décrite  sur 
Taxe  A'Ii'  par  le  même  cercle  générateur^  mais  en 'supposant 
d'abord  le  point  M'  en  A' ,  et  je  cercle  roulant  de  A'  vers  B', 
La  même  conséquence  peut  se  déduire  de  la  longueur  MM' 
du  rajon  de   courbure  trocitvëe  ci -dessus  y   et  exprimée  par 

a  V^2  *j  :rr  2  MQ  ;  car  si  Ton  prolonge  GQ  d'une  quantité 
ÇÇ)'=  GQ  ^  qu'on  mène  par  Ç'  la  droite  A'B'  parallèJe  à 
AL,  et  qu'on  joigne  JU'Q*j  on  formera  les  triangles  GAfi^ , 
QM*Q'  égaux  entre  eux;  l'angle  QM'Q  sera  donc  droit  ^  et 
si  on  décrit  sur  QQ'»  comme  diamètre,  un  cercle  ,  il  passera 
par  M' y  et  sera  égal  au  cercle  générateur  ;  car  puisque  l'arc 
AI'p'Q*  est  le  supplément  de  Tare  Jlf'n^Q  qui  est  égal  à  l'arc 
AfQ,  on  aura 

arc  JUyQ'  =  QnMG  ~  arc  MnQ 

z=:Al  —  AQ  =  Q/cs  AQ". 

L^expression  du  rayon  de  courbure  de  la  cycloide  étaat 
algébrique ,  la  rjcioïde  est  rectifiable  ;  la  longueur  de  l'arc 
AAt'A'f  ou  de  Tare  égal  AMK ,  est  A^K^  c*est- A-dire  ,  le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  ,  comme  on  peot 
s'en  assurer ,  en  faisant  dans  l'expression  à\n  rayon  de  cour- 
bure ,  l'ordonnée  y  =  JK  =  aa ,  auquel  cas ,  r  =  a . 20t. 

Actuellement,  il  importe  de  faire  connaître  comment  on 
détermine  l'équation  d'une  courbe  qui  en  touche  une  infinité 
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d^antres  d'onc  nature  donnée  et  assujéties  à  se  succéder  sui- 
vant une  loi  connue. 

Pour  fixer  les   idées,   concevons  qu'un  cercle  variable  dm 
r8jron,se  meuve  dans  son  j^lan,  de  manière  que  le  centre  se 
trouve  toujours  sur  une  courbe  aj'anl  pour  équation  r  =  çx 
oii  9  est  le  signe  d'unt  fonction  donnée.  L  équation  du  cercle 
'étant 

(*  — *)'  +  (r— iB>*  =  r«, 

les  coordonnées  a.  et  i8  du  centre  seront  liées  par  l'équatîoa 
^  =i=  ^ct ,  en  sorte  que  la  précédente  pourra   être  écrrte  ainn 

Or  ,  si  l^abscisse  «  reçoit  un  accroissement  infiniment  petit 
d*,  le  oercïc.  qui  ne  changera  pas  de  grandeur,  prendra  une 
position  infiniment  voisine  de  h  première,  et «^ circonférence 
coupera  la  première  en  deux  points  _dont  les  coordonnées 
«  ,  y  seront  communes  au^  deux  circonférences  ,  et  ,  par 
conséquent ,  ne  varieront  pas  en  passant  d'une  circonférence  à 
une  autre.  Si  on  passe ,  de  ta  même  manière,  de. C^tleseeonde 
position  du  cercle  à  la  troisième,  et  ajnsi  de*iMte ,  le  système 
de  tous  les  points. d'interseciion  qu*an  obu'efiHra  dun  même 
côté  de  la  ligne  des  centres  ,  formera  une  courbe  qui  sera 
.celle  de  contact  cherchée-  Pour  en  avoir  Téquatidn ,  il  faudra 
donc  diiférenlicr  l'équation  (m)  par  rapport  à  a.  seulement  , 
ce  <iui  revient  à  considérer  tentes  les  positions  consécutives  dtt 
cercle ,  puis  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  cette  différcnlielle  , 
et  enfin  éliminer  a  entre  téi  dtux  équations.  Le  résultat  de 
l'élinn'nation  offrira  une  relation  entre  a:  et  ^,  indépendante 
de  la  position  du  centre  de  tops  les  cercles  enveloppés. 

Soit,  en  général,  ^=y(x,^,  -t)  =  o,  l'équation  delà 
courbe  génératrice  ,  et  dans  laquelle  «  est  une  constante  arbi- 
traire ,  on  aura  ces  deux  éî[uations 

w 
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Lx(on* 


fs=o, 


dF 


entre  lesquelles  on  éliminera  «  pour  oblenir  l'équation  de  la 
courbe  qui  (ouche  toutes  celles  que  l'on  obtient  en  «lonnant 
à  «  toutes  les  valeurs  possibles  dans  l'cquation  F  z=zo. 

Eclaircîssons  cette  théorie  par  un  exemple  9  et  proposons-^ 
nous  de  trouver  la  courbe  qui  touche  à^lwfifis  une  suite  de 
cercles  de  même  rayon  ,  et  dont  les  centres  sont  sur  une 
même  circonférence  donnée  par  X*  ^  K*  =  ^*. 

La  relation  entre  les  coordonnées  «  et  /S  du  centre  ,  est 
donc  •* -{~iS*.~./*7  ^^  ^®  cercle  >v«riaUe  de  position  a  pour 
équation 

de  là  oa  déduit  par  la  différentialion 

dF 

'  d« 


•      •      • 


(0 


—  X  V^/*  —  «•  +  ctjr  tt=  -x^  =  o  j 


tt  par  Miite., 


jrt 


^^  Il         fci       I     II      I         y  ^  r—»-     '         y         1 


I  I  ••  < 


Mettant  d^ns  (i)  pour  •  sa  valeur,  ou  dans  •   • 

(x  —  ii)«-f.(y_|8)«  =  f«^  pour  «  et  ^1   leurs  valeurs,  et 
faisant  y  pour  simplifier,  «*^j*=:«*,  on  aura 


d'oii  Ton  tire 


ou  enfin 


*'  — a/' +  /'  =  '*  î 


f  • 
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ç'est-à-dire ,  que  les  deux  courbes  de  contact  clicrchccs  snnt  df  s 
cercles  dont  Je  centre  commun  est  à  l'origine  des  coordon- 
nées  ,  «i  dont  les  rayons  sont  /  +  r  et  /  —  r.     ••^v:^ 

On  pourra  encore  appli<]uer  ces  principes  à  la  recherche  de 

J'éqaation    des    caustiques  par  réflexion  et  par  réfraction. 

Nous   nous   bornerons  à  donner   la  loi  de  génëk*ation   de  la 

première   de  ces  courbes.  Si  d'un  point  lumineux  situé  dans 

le   plsip    d'une   courbe ,   partent   des   rayons   de   lumière  en 

nombre  infini >  et  que  ceux  qui  frappent  cette  courbe^  soient 

réflcchis  de  manière  que  l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle 

d'incidence,  il  existera  une  autre  courbe  qui  sera  touchée  pur 

tous  CCS   rayons  réfléchis  ,   et  que  Ton  a  nommée  caustique  « 

par  réflexion  {Recueil  de  diverses  propositions  de  Géométrie  y 

par  Puissant). 

La  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  le  contact  des 
tourbes^  n'est  qu'unfe  suite  de  la  théorie  générale  du  déve- 
loppement des  fonctions  ;  mais  nous  avons  vu  qu'il  y  a  des 
cas  particuliers  où  ce  développement  échappe  a  la  forme  gé- 
nérale ,  et  que  ces  cas  sont  ceux  où  une  valeur  donnée  de  x ,  rend 
infinis  les  cocfficiens  différentiels  (  chap.  IX).  Alorsie  développe- 
ment contiendra  nécessairement,  pour  cette  valeur  de  x^  d'aigres 
puissances  de  i  que  les  simples  puissances  i*,  i^  etc.  Quoique  ^ 
ces  exceptions  ne  portent  aucune  atteiiile  à  la  théorie  géné- 
rale que  nous  venons   d'txpbser  ^  il  est  nécessaire ,  pour  ne 
rien  laisser  à  désirer  sur  ce^înt ,  de  voir  comment  elle  doit 
être  modifiée  dans  les  cas  particuliers  dont  il  s'agit. 

Supposons  donc  qne  ,  pour  x  —  a ,  la  fonction  /(*+*)> 

développée   en   une  série  ascendante  de'*,   soit  de  la  furo^e 

Ja rh  ^i''  +  Bi""^  ^  +  a* -^ '••'"  + etc. ,  /*,  f,  etc, ,  étaot 

toujours  dts  nombres  positifs.   On  pourra  trouver  les  cotfli- 

ciens  A,  B,  C,  etc.,  ainçi  que  les  cxposan*  A,^,  »,  etc., 
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par  ane  méthode  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  (chap.  I  )• 
On  fera  d'abord 

fia  +  0  s=/a  +  />£» , 

et  on  prendra  pour'i^,  la  plus  haute  puissanre  de  i^  qui  di- 
visera/(a  •\^  i)  — fa  y  après  les  rëductions  convenables,  de 
manière  que  le  quotient  P  ne  deyiennê  ni  nul  ni  infiiii  pour 
£  =  o.  Lorsque  âzrro,  l'exposant  A  pourra  êirt  négatif^  ce 
qui  arrivera ,  par  exemple  j  dans  le  cas  de  •••.•••  • 

^  =  |x  X  (*  +  ^)'}""»  »  4**^!  P**"'"  «  =  o  4-  *  devient  •   •   • 
y(o  +  t  y  s=  t"'»  (  ^  -f-  i)""^  ;  dans  tout  autre  cas  ,  il  sera  éri- 
demment  toujours  positif.  On  fera  ensuite 

^  étant  la  valeur  de  P ,  lorsque  t  ss  o ,  et  *on  prendra 
pour  ^  la  plus  haute  puissance  de  i ,  qui  divisera  P  —  A , 
de  manière  que  le  quotient  Q  ne  devienne  ni  nul,  ni -infini  ^ 
lorsque  t  =  o.  On  continuera  en  supposant 

S  étant  la  valeur  de  Q  lorsque  »p=o,  et  ainsi  de  suite. 
On  aura,  de  cette  manière^ 

=:/a  +  Ai"  ^^*^+/*  +  fli*-»-^-^'. 
etc. 

Cela  posé  ,  considérons  la  courbe  représentée  par  Péquatioii 
y  z=fx ,  X  étant  l*abscisse  et  y  l'ordonnée  |  et  supposons  que 
le  point  ajant  l'abscisse  a ,  lui  soit,  commun  avec  une  ai^lre 
courbe  dont  Tordonnée  soit  Fx ,  en  sorte  qne  i'oji  ait 

Fa  xszfa. 
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tA.u-<lelà  de  ce  poînC,  les  ordonnées  des  deux  courbes,  seront 
^(  a  +  «),  F{a  ^  i)  pour  une  abscisse  quelconque  a  -{-  i^ 
et  leur  différence  qa«  nous  désignerons  par  Df  sera 

Développons  U  fonction  F(a-f>f)  comme  la  fonction/'(ii-{~Of 
et  soit 

s=Fa  +  ml^  +  01%-^^ 

=  Fa  +  «i« ,+  /6*«-*-'  +  rit +•+'.' 

•-^  r,  etc.  étan^  des  nombres  positifs,  «,  i8j  y|  etc.|  étant 
les  valeurs  de  p,  q,  etc.  ^  lorsque  i  =  o. 
On  aura  d'abord ,  à  cause  de  Fa  ss/a  , 

L.es  deux  premiers  termes  du  développement  àtfla-^'i)  étant 

ya-^jii'^,  et  ceux   du  développement   dt   /^(a-f-^)   étant 

jPa  -|-  cuA|  supposons  qu'ils  deviennent  égaux  ^  ou  qu'on  ait^ 
outre  ./&  =  Fa  ^  ces  deux  conditions  a  =r  ^  ,  >4  =  «  ;  la  pre- 
mière dépendra  de  la  nature  des  fonctions  f^  F;  mais  la  se- 
conde,  ainsi  qoe  celle-ci  fat=iFa^  pourra  .toujours  être 
remplie  par  le  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entreront 
dans  Fx\  on  aura  donc^  dans  ce  cas^ 

et  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe  passe  entre  les 
deux  courbes  dont  il  s'agit ,  dans  le  même  point  qui  répond 
à  Tabscisse  «^  à  moins  que  les  deux  premiers  teimes  du  dé- 
veloppement de  ^(a*|-  i)  ,  fx  étant  l'ordonnée  de  cette  autre 
courbe'^  ne  soient  aussi  les  mêmes  qu«  ceux  du  développe- 
ment de  f{a  -{-  i). 
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Car  s'ils  sont  différens ,  ils  ne  pourront  pas, se  détruire  dans 
l'expression  de  la  différence  A  des  deux  ordonnées  y  (a  -^  i) 
et  9  (a  +  0  >  ^^  ^'^^  ^^^^  9  ^^  général , 

à  cause  de  ^  =f  par  la  condition  supposée  de  la  coïncidence 
des  courbes  dans  le  point  qui  répond  à  â:=a.  Cette  expres- 
sion de  A  étant  comparée  à  celle  de 

m 

il  est  facile  de  voir  que  les  exposans  ft^  r,  f  étant  nécessai- 
rement positifs  par  la  nature  du  développement ,  il  sera  tou^ 
jours  possible  de  prendre  i  assez  petit  pour  que  la  valeur  de 
A  surnaste  celle  de  Z>  ,  abstraction  faite  des  signes ,  tant 
qu'on  n'aura  pas  f'  z^Xj  af  z:=i  A  ^  comme  dans  les  deux 
premières  courbes.  Donc  y  dans  tout  autre  cas ,  la  troisième 
courbe  passera  nécessairement  en   dehors  des  deux  autres. 

En  ][)oussant  plus'  loin  le  développement  des  fonctions .  • .  . 
/(a  4-0'  ^('>+')>  ^°  prouvera  de  la  mérae  manière  que 
ai  les  trois  premiers  ternies  du  développement  de  ces  fonc- 
tions sont  les  niéiues^  aucune  autre  courbe  ne  pourra  passer 
entre  celles-là ,  à  moins  qu'elle  n'ait  les  mêmes  trois  premiers 
termes  y   et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  appeler  aussi  confaci  du  premier  ordre  , 
contact  du  second  ordre ,  etc.  ,  les  rapprochemens  de  deux 
courbes  pour  lesquels  les  deux  premiers  termes,  les  trois 
premiers  termes ,  etc.  j  seront  les  mêmes  dans  les  dévelop* 
pemens  des  fonctions  qui  représentent  les  ordonnées. 

Ainsi  )  la  courbe  jr  k^/x  étant  donnée  j  la  courbe  la  plus 
simple  qui  aura  avec  elle  un  contact  du  premier  ordre  au 
point  ou  xz=za,  sera  représentée  par  l'équation 

jr:=z/a  +  A(a:  —  a/  , 
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et  celle  qui  aura  un  contact  du  second  ordre  ^  le  sera  par 

et  ainsi  de  suite.  Car  en  substituant  a'\-  i  pour  x ,  on  aura 
simplement  les  deux  premiers  termes  /a  -|-  ^^^'^  >  ou  les  trois 
premiers  Ja  +  ^*^  +  Bi^'^'*  j  ou  etc. ,  clu  développement  de 
y*(a -f~  O*  Ces  courbes  auront  donc  aussi,  dans  le  même 
point  j  le  cours  le  plus  approchant  de  celui  de  la  courbe 
proposée,  et  pourront ^  par  conséquent,  servir < à  en  faire 
connaître  les  propriétés  |  comme  les  points  d'inflexion  ,  de  re- 
broussement ,  etc. ,  points  que  nous  considérerons  en  particu* 
lier   dans  l'un  des  chapitres  suivans. 

Supposons  maintenant  que  dans   l'équation  yrr-Jx  de  la 

courbe^  on  substitue  -r  à  la  place  de  x<f  et  qu'on  développe 

la  fonction  /-r  en  une  série  ascendante  de  la  forme*. ••••• 
AV"  +  Bi^-^^  +  Ci^+'-^'  +  etc.  j  si  on  fait  la  même  chose 
à  l'égard  de  l'équation  j-=  F --t-' d'une  autre  courbe  ^  et  que 

les  premiers  termes  du  développement  de  F-r?    soient   les 

mêmes    que    ceux,  du    développement    de  J'-r  f    on  pourra 

prouver ,  par  un  raisonnement  semblable,  à  celui  qui  a  été 
fait  ci- dessus  y  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  assex  petit, 
pour  qu'aucune  autre  courbe  représentée  par  x=çx ,  et  dont 

la  fonction  ^  -7-  j   développée  de  même  en  série  ascendante  p 

n'aurait  pas  autant  de  termes  identiques  avec  ceux  de  ces 
courbes ,  ne  puisse  passer  entre  ces  mêmes  courbes  dans  les 

points  qui  répondent  à  l'abscisse  -r-  =  a?;  et  à  toutes  les  abscisses 
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X  plus  grandes  à  l'infiDi,  puisque  dès  que  la  condition  qai 
peut  empêcher  que  cette  courbe  ne  passe  entre  les  deux  autres  , 
aura  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  i  ,  elle  aura  lieu  ^  à 
plus  forte  raison ,  pour  toutes  les  valeurs  plus  petites  de  L 

D'où  l'on  peut  conclune  que  la  courbe  dont  Téquation  sera 

êun^lemcni  j-  =  Ai^ j  y=^Ai^  +  jBi^"*"'*  etc.,  ou  yzrzAx^^^ 

y  =  Ax'^^  +  5.r"^**"'*,  etc. ,  ira  en  s' approchant  continuel- 
lement de  la  courbe  proposée  j  à  mesure  que  les  abscisses  x 
deviendront  j^lus  grandes ,  mais  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre» 
de  manière  qu'elle  parviendra  à  un  terme  ,  passé  lequel  aucune 
autre  courbe  du  «uéme  genre  qui  ne  sera  pas  d'un  degré  plut 
haut,  ou  dont  Téquation  ne  renfermera  pas  plus  de  cons« 
tantes  9  ne  pourra  passer  entre  les  deux  courbes.  Cette  seconde 
courbe  sera  donc  une  asymptote  de  la  première;  et  cette 
idée  de  l'asjmptote  est ,  dit  M.  Lagrange  j  la  plus  simple  et  la 
plus  générale  qu'on  en  puisse  donner,  en  même  tems  qu'elle 
est  aussi  la  plus  propre  à  caractériser  la  nature  du  rapproche- 
ment qui  constitue  le  véritabla  asymptotisme.  Nous  croyons 
devoir  développer  ces  généralités  qui  pourraient  laisser  quelques 
difficultés. 

Supposons  qu'après  la  substitution  de  -r  au  lieu  de  x  dans 

jrz^Jx^  celte  fonction  ^  qui  devient  y  T -7- j  ,  se  développe 
comme  il  suit  : 

yj=etc.  +  _+-_  +  _+.<+£»+  Ci^  +  etc. 

Il  y  aura  lieu  à  plusieurs  distinctions  ;  i*.  sous  cette  forme 
générale  y  le  contact  le  plus  intime  avec  la  proposée  pour 
^  =  o  ^  ou  pour  j:  :=  00  ;  sera  celui  de  la  courbe 

D'        a        B' 
j^  =  etc.  +  —  +  —  + -j^  +  ^, 
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e^ett-k-dirt  f  de  la  courbe 

j  =  ^  4-  B'x  +  Car»  +  JD'x^  4-  «te. , 

en  aorte  que  la  courbe  y^szjx  aura  nne  asjrmptote  conri* 
ligne  ^a^  si 

j  ^s{j)  =»  4" + -< + ^'  +  ^*'  +  *»«• 

Celle  du  coataçt  le  plus  .intime  pour  ^=0  ou  pour  »=:«o^ 
aura  pour  équation 

elle  sera  donc  nne  ligne  droite }  3*.  si  le  développement  de  la 
propoffée  ne  renferme  pas  de  puissances  positives  de  i|  ou  si 
Ton  a 

la  courbe  du  contact  le  plus  intime  pour  x  ::=  00  y  sera 

4 

et  les  courbes  * 

auront ,  avec  la  proposée  ,  un  contact  moins  intime  que  1% 
précédente  :  dans  ces  trois  cas ,  l'ordonnée  jr  est  infinie  pour 
a'.srroo)  4".  enfin  soit 

'  r=f(j)  =  U  +  Bi+  Ci^  +  etc., 
rasjrniptote  sera 
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équation  d'une  drc^ite  parallèle  à  Taxe  des  x.  Si  It  quantitf 
A  est^uUe,  l'asymptote  oit  l'axe  des  x  «Ivi-méme^  alors 
pour  Tabscisse  infinie ,  l'ordonnée  est  une  quantité  finie. 
On  voit  donc  coiuiiient  il  arrive  que  certaines  courbes  ne 
prennent  que  des  asjmplotes  reclilignesTy  tandis  que  <^utres 
en  comportent  de  rectilignes  et  de  curvilignes  en  même  tems. 
C'est  ce  que  nous  allons  ëclaircir  par  quelques  exemples  qui 
ne  laisseront  plus  de  difficulté  sur  ce  point  de  théorie. 

'  Nou9  ferons  d'abord  une  application  de  ces  principes  à  la 
détermination  de  l'asymptote  de  l'hyperbole  ordinaire ,  repré- 
sentée sous  la  caractéristique  B^  «•  ^AC ^o ,  par  l'équation 
plus  générale  du  second  degré 

Jj^  +  Bxj  +  Cx*  +  Z^r  +  ^«  +  F=  o. 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à  f ,  donne 

Bx  -4^  D  I      ,  » 

en  posant  a  =  B*'^  ^AC,  b  =  ix{BD  —  %AE) , 

C  z=  Z>*  —  4  -^^«   Soit  j?  =  -r  j  et  on  aura 
f  I 

B       \  D  11,  ,  • 

r=s -,--  —  — _-t — r*-r{«+  fctrf-cftM  *. 

^  2A      i         atr^f         aA      â   *     ^       ^       ^ 

Si  I*on  développe  la  quantité  sous  Texposant  { y  en  représen- 
tant les  deux  termes  bi  *|-  cî*  par  une  seule  lettre  ,  oc  aura 
cette  'iétit  ascendante 
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•  Cri  réqnatîon  de  la  ligne  droite  y  :=  mx -j^  n  fleyient,  aprèc 

la  substitution  de  -r-  jpour  x, 

et   si  Ton  détermine  les  <piant)tés  arbitraires  m  et  n  ;  d'après 
les   conditions 

on  assuji^ra   la  droite  à  devenir  asjrmptote  de  la  courbe^  si 
Fou  remplace  a  et  6«par  leurs  valeurs ,  on  aura 

~de  sorte  que  l'ëqaation  des  asyfnptotes,  sera 

^  ^A  ^A\    "^  ^  \/B*—/^AC3 

la  même  qn^  c^lle  que  j'ai  troavëe  {Elém^ns  de  Géométriû 
analjriique  ). 

Soit^  en  second  lieu ,  Pëquatîon 

jrî  —  3  axy  -j-  «^  =  <>  > 
on  trouvera  par  le  prAédé  exposé  (pag*  17^  •  •  •  •  177) 

jrs=_jc  —  tf  —  fl'jc""*  —  etc.  5 

la  droite  qui  a  pour  équation 

jr  =  —  x  —  a^ 

est  donc  une  asymptote  qui  se  construit  en  prenant  AC  =  a ,  Fig.  7, 
AB  =  a:  mais  si  on  prendfles  trois  premiers  termes ,  on  a 

a:/  +  x'  4"  ^*  +  **  ^^  ^  * 


f 
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équation  d'une  asymptote  courbe  qui  est  ane  !iyperlx>le  dotft« 
le  centre  est  en  C  Cette  courbe  approchera  plus  dé  la  courbe 
proposée  que  n'en  approche  la  droite  FC,  On  aurait  des  asjmp- 
tôt  es  plus  approchantes  ,  en  prenant  un  plus  grand   nouibra 
des  premiers  ternies. 
•    Enfin,  réquation 

étant  résolue  d'après  le  procédé  <pie  nous  Tenons  de  rappder, 
donne 


p  désignant  |/i  -f~  V^  ^  *  ^^  construisant  •  .  •  .* 

-^         ,    a(5V2  — 4) 
yrrzzhpxzt: ,  on  aura  les  asjrniptotes  recli^ 

Ugnes  de  la  courbe  :  si  l'on  prend  plus  de  termes  |  on  trou-- 
«yera  les  asymptotes  cnnrilignes. 
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CHATITRE    XVII. 

Çuadraiure  et  rectification  des  Ôourhes  planes  • 

1'.  Quadrature  des  Courbes. 

QtTjinMXR  une  courbe  ,  c'est  assigner  raire  coAiprise  entre 
un  arc  de  cette  courbe ,  Taxe  des  abscisses  et  les  deifz  ordon- 
nées  correspondantes  aux  deux  extrémités  de  Tare. 

Considérons  en  général  ^  la  courbe  représentée  par  l'équation  ^ 

jr  étant  l'ordonnée  rectangulaire  correspondanteà  l'abscisse  :i>dont 
elle  est  une  fonction  donnée. X*espace  APM  terminé  par  cette 
courbe  ,  l'axe  des  abscisses  et  une  ordonnée  quelconque  y^ 
sera  doue  aussi  déterminé  par  une  fonction  de  la  même 
abscisse  x  y  puisque  cet  espace  croit  et  décroît  avec  cette 
abscisse. 

Désignons  l'espace  ATM  par  Fx^  x  étant  jiP  ^  cl  snp^Fig.  8# 
pesons  que  x  devienne  x-j-';  ^  étant  l'accroissement  PP' ^ 
la  fonction  jP{j:  +  *)  représentera  l'espace  AP'^P,  et... 
F(x  -h  î)  —  Fx  sera  l'espace  P'PM'M.  Or,  soit  que 
les  ordonnées  aillent  en  augmentant  ,  soit  qu'elles  aillent 
en  diminuant  ,  depuis  l'ordonnée  PM  jusqu'à  l'ordonnée 
i>'^/^  l'espace  F{x -^  i)-^  Fxz=zPP'M'M  sera,  dans  le 
premier  cas ,  plus  grand  que  le  rectangle  i/jr  =  PP'mMy  et 
plus  peut  que  le  rectangle  ij(^x^i)  =  Pt'M'^m!^  et,  datys 
le  second  ;  plus  grand   que  ce   dernier  et  moindre  fie  «le 
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premier  ;  donc  ,  l'espace  représenté  par  F{x  -f-  0  *^  ^^  sera 
toujonrs  nécessairement  renfermé  entre  les  limites  ijx  et 
ifix^i)^  lesquelles  seront ,  par  conséquent,  les  limites  de 
■F{x  +  i)  —  Fx.  , 

Développons  les  fonctions  y*( a:  7}-  0  ^^  ^(^  4*  0  suivant 
la  formule  (chap.  XI  )  ^  et  arrêtons-nous  au  premier  terme  pour 
la  première ,  et  aux  deux  premiers  termes  pour  la  seconde  y  il 
viendra 


l 


t 


F{x  +  i)  =  Fx+  iF'x'-i F»{x+J), 

où  j  est  une  quantité  indéterminée  qui  peut  n'élre  pas  la  même 
|>our  les  deux  fonctions  ,  mais  qui  doit  toujours  être  renfermée 
entre  les  limites  o  et  /.  11  faudra  donc  que  la  fonction  Fx 
soit  telle  que  la  quantité  ••••••• • 

ijifo!  +  —  Fff(x+j)  =  F{x  +  i)  ~  Far=  PP'M'M  soil 

renfermée  entre  les  limites  ifx  =  PPmM  et  •.••••  . 
ifx  -|-  yy  (  a:  -f-  7)  =  PP'M'm! ,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  i,  et  couséquemment  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Or,  Tintervalle  entre  ces  deux  limites  étant  •  .    • 

'V(*  +j)—MmM'm',  la  différence  de  l'aire  F{x  +  i)—FXf 
à  Tnn  quelconque  des  deux  rectangles ,  par  exemple ,  au  rectangle 

ifx,  différence  qui  est  iJF^o;  + F^(x  +  f)  —  ifXf  c'est-à- 


% 


dire,  i  {Fx  -/x)  H Fff{x+j)=PP'M'M^PP'mM=LMmM' 

devra  être  nu}indre,  abstraction  faite  des  signes,  que  .  •  . 
^f\x -^^  })i=.MmM*m'.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que 
cette  condition  ue  peut  avoir  lieu  pour  une  valeur  de  1,  aussi 
.petite  qu'on  voudra,  à  moins  qu'après  la  division  par  t>  le 
terme  affecté   de  «  ne  disparaisse.  En  effet  ^  l'inégalité  pré- 
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cêdeate  divisée  par  ij  devient 


i 


{Px-fx)  4.  _  F^(*  +  ;)  <  !/•'(  x+  /)  ; 

et  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  s  tellement  petit  qu'on 
ait|  au  contraire^ 

donc  on  doit  avoir 

Pxiszfxy    on     d(Fjr)=yi?.dir, 

condition  suffisante  pour  la  détemmiation  de  Fx\  puisque  cette 
fonction  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  At  Jx.^x^ 

Donc^  en  général  9  le  coefficient  différentiel  de  la  fbnc* 
tion  qui  exprime  l'aire  d'une  courbe  par  l'abscisse ,  est  la 
fonction  qui  représente  l'ordonnée  de  cette  courbe.  Ainsi 
l'équation  d'une  courbe ,  étant  donnée;  si  on  Ye.ut  Texpres» 
•ion  de  l'aire  ^  c'est-à-dire  >  la  quadrature  de  la  courbe  ;  il 
n'y  aura  qu'à  chercher  l'intégrale  de  j<dx^  y  étant  l'ordonnée  , 
et  on  pourra  ajouter  une  constante  à  l'intégrale ,  constante 
qu'on  déterminera  d'après  la  condition  que  l'expression  de 
l'aire  devienne  nulle ,  au  point  où  l'on  voudra  la  faire  com- 
mencer. Cest  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  appli- 
cations. 

Soit 

l'équation  d'une  droite  r  on  anra 

d  (  F«)  =:  axàx  ^  bix, 
dont  l'intégrale  est 

Fx  5=  i  ax^  ^bx^  const. 

'7 
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Si  l'aire  Fx  doit  être  nulle  ^  lorsque  a:=:o  ^  c'est-â-dire  ,  si 
Fig*  9-  ^^^^  ^^^'  ^^""^  comptée  de  l'ordonnée  AR  ^  A  étant  l'origine |  on 
^        aura  pour  :f  =s  o  ^ 

o  =  const.  y 

et  consëquemment  ^ 

Fx=\ax^^hx  =yx  —  {ax*  ssAPMm — RMm = ARM  P. 

Cette  aire  est  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  l'autre  j 
puisqu'elle  s'étend  jusqu'à  une  ordonnée  PM  dont  Tabscisse  x 
est  quelconque.  Si  l'aire  doit  être  comptée  d'une  ordonnée  pm 
donnée,  en  désignant  Ap  par  m,  l'intégrale  ci -dessus  devra 
devenir  nulle  pour  jr  :=  m  ^  en  sorte  qu'on  trouvera 

o  r=  ^  am*  -|-  ^"s  +  <^o°$t  f     d'où  const  =  -<"  ^  am*—  bm , 
et  conséquemment 

9jrtpPMm:=i  J  a  (x*  — m*)  -|-&(x  —  m), 

aire  encore  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  l'autre.  Si 
d'ailleurs  cette  ^irc  doit  avoir  pour  seconde  limite  l'ordonnée 
de  l'ûbscisse  m',  on  aura 

aire=:  J  (m^^-^m^)  +ft(m'«— m),  ' 

C'est  ce  qu'on  peut  encore   trouver,  en   faisant    succcssi* 
vement  x  s=  m'  et  x  z=z  m>dans  l'intégrale  générale  '    ^ 

Fx  =  \  cx^  -J-  Z>a;  4"  const,  ^ 

puis  retranchant  le  second  résultat  du  premier.  On  voit  donc 
que  lorsqu'on  veut  iniégrer  entre  dextx  limites  ,  il  est  inutile 
d'ajouter  une  constante  a  l'intégrale  générale  ,  parce  qu'en 
souslrajrant  Taire  définie  ARmp  de  Taire  dùhaia  A RMP  , 
cette  constante  disparait. 
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Pbur  la  parabole  .de  TéquatioB 

on  trouve 

/i   1  1 

Vap  jc*  dx  =  |  ^ ^p  X*  -{-  congi  =  ^ xy -i-  const  y    ''8   '®- 

si  Taire  MAP  doit  être  comptée  da  sommet ,  pour  :if  :=  o  ,  on  a 
airerrzo^  ainsi  la  constante  est  nuUc. 

Donc  Taire  MAM'  d^un  segment  parabolique ,  est  les  deux 
tiers  du  rectangle  circonscrit  Mm  m' M', 

£n  général  ^  pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés  jr^  =  ax^  ^ 

>         • 

on  troave 

mx 

aire  =:  »  xr  -f*  const. 

m  +  ck 

>  • 

Toutes  ces  courbes  sont  donc  qitarrahles  exactement. 

Pour  Thjperbole  équilalère  entre  ses  asymptotes  AX^  ^^f 
on  a  Téquation 

4onc 

/^d« 
aire  z=zfyàx  =  m*  / =  m"  Jog  x  +  const , 

Taire  ne  peut  élre  comptée  depuis  Taxe  AY y  parce  que  jr  =  Oyrig.  ii. 
donnerait  aire  =  o  et  const  =  —  m*  log  o  =  ao  .  Mais  si  Taire 
doit    commencer   à  Tordonnée    J?C  au   sommet   C^  comuio 
Tabscisse  correspondante  AB  =  iti  ,  on  a 

const  =  —  m*  log  m  t 
d'où 

X 

aire  :=  m*  log  — 
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Pour  m  =  1  y   aîre  =  /  .  j:.   Ainsi    chaque  aire     prise  à 
^    partir  de  BC ,  est  le  logarithme  népérien  de  Fahscisse  cor-^ 
respondante. 

Mais  si  l'angle  des  asymptotes  ou  des  coordonnées,  est  re« 
prcsenté  par.C,  il  faut  remplacer/*  par  jr  sin  C  dans  fydx,  et  en 
supposant  m  =  i  ,  ou  a 

djî 
jg'dâf.sin  J=ysinC =rsin  Clog  J?  =  3f  log a:, 

» 

M  désignant  alors  le  module  du  système  de  logarithmes 
(pag.  4^}*  Si  Tangle  C  est  droit ,  on  revient  au  premier  cas, 
et  on  obtient  les  logarithmes  népériens»  Mais  on  voit  qn^ea 
faisant  varier  l'angle  Z  des  asymptotes  j  on  peut  obtenir  tous 

« 

les  systèmes  possibles  de  logarithmes.  Ainsi ,  lorsq^ie  la  base 
est  lo  .  on  a 


•  •  • 


J^/s=:8ia  C  =  o,  434294^* 

L'angle  qui  a  ce  nombre  pour  sinus  j  le  rayon  étant  Vanité  , 
est  38%Goi  • .  •  •  nouvelle  division  :  tel  est  donc  Tangle  que  doi- 
vent faire  entre  elles  les  asymptotes  d'une  hyperbole ,  la  puis- 
sance érant  i ,  pour  que  chaque  aire  soit  le  logarithme  taba- 
laire  de  son  abscisse.  On  voif  par  là  que  c'est  très-improprement 
qu'on  avait  donné  la  dénomination  de  logarithmes  hyperbo^ 
liques  à  Veux  de  Néper, 

Nous  avons  trouvé  (pag*  a»^9)  qu'en  portant  en  K  l'ori- 
gine des  coordonnées  rectangulaires  de  la  cycloïde,  et  faisant 
KS=x^  SM=.y^  l'équation  de  cette  courbe  devenait 

rH5.6.       ^r^l/ZIZ,     d'où  «ir  1/5^ =<i^i 

ainsi  fjàx  qui  représente  l'aire ,  devient 

jy\S.x'=iJ^X  V^^*y — yyzsiéxeKSMf 
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or  en  menant  par  le  point  M  là  parallèle  AÎN'  à  jiL  ^  on  a 
FN'=iV2mjr—y,  donc 

fdy  V^^ï'^jy  =  «re  KmFN' , 

consëquenuoient 

aire  KSM^  aire  KmFN', 

et  en  prenant  ces  aires  depuis  jrzssOj  jusqu'à  ^=:a4i,  on 
trouve 

aire  KYAMK  =  aire  KmFI, 

■ 

mais  l'aire  du  rectangle  K  Y  AI  est  quadruple  de  Taire  KmFI  : 
donc 

aire  AMKI  =:  ^  aire  du  cercle  générateur, 

et  conséqucmment  Vaire  de  la  cycloïda  entière,  est  triple  de 
celle  du  cercle  générateur. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  trois  exemples  dont  les  deux 
premiers  n'exigent  que  des  intégrations  faciles  :  on  en  trou* 
Tcra  d'autres  dans  les  traités  connus  de  calcul  intégral» 

Après  le  problérne  de  la  quadrature  de&  courbes  i  se  pré* 
sente  naturellement  celui  de  leur  rectification  p  c'est-à-dire  y 
de  la  détermination  de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons  ^  pour  la  solution  de  ce  problème ,  du  prin* 
cipe  à^Archimèdey  adopté  par  tous  les  géomètres  anciens  et 
modernes  y  suivant  lequel  deux  lignes  courbes  on  composées 
de  droites  y  ayant  leurs  concavités  tournées  du  même  calé 
et  les  mêmes  extrémitcs  ,  celle  qui  renferme  lautre  est  la 
plus  longue*  D'où  il  suit  qu'un  arc  de  courbe  tout  concave 
du  même  côté,  est  plus,  grand  que  sa  corde  ^  et^  en  même 
tenis  I  moindre  que  la  somme  des  deux  tangentes  menées  aux 
deux  extrémités  de  l'arc  ^  et  comprises  entre  ces  extrémités 
et  leur   point  d'intersection*  De  là  on  peut  tirer  cette  autre 


/ 

/ 


/ 
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conséquence ,  que  U  longueur  du  même  arc ,  se  trouvera  coni* 
prise  entre  Afi'  et  JW'/,  qui  sont  les  tangentes  ch  AI  et  A/', 
prolongées  jusqu'aux  ordonnées  P^M^  et  PM. 

Fig.  la.  En  effet  ^  ayant  prolongé  les  tangentes  AIT  tl  AÎ'T  jus* 
qu'aux  ordonnées  P'AP^  PAÎ  9  en  /  et  /,  la  tan^^ente  Alt' 
sera  plus  grande  que  la  corde  AIM'  ^  comme  oblique  plus 
éloignée  de  la  perpendiculaire  Jl/m'  kP^M^y  et,  au  contraire , 
la  tangente  3/'/  sera  plus  petite  que  la  corde  M'AI  y  comme 
oblique  plus  voisine  de  la  perpendiculaire  Al'm  à  PJVf.  De 
plus  y  si  on  considère  les  deux  triangles  lU73i\  ifT'ij  il  est 
visible  que  les  deux  côtés  MT^  Tf  qui  sont  les  deux  por- 
tions de  la  tangente  Ailf ,  seront  plus  grands  que  les  deux 
côtés  AÎ'T  y  Tt  qui  sont  les  deux  portions  de  la  seconde 
tangente^  parce  que,  dans  les  triangles  TTf'Af',  TVjlf,  les 
singles  TAl'if  ^  AIlT  sont  plus  grands  que  les  iuigles  T/Af', 
tAîTi  donc  la  tangente  entière  AtTt'  sera  plus  grande  que 
At'T'^  T'AI ,  et  conséquemment  plus  grande  que  l'arc  A/'Af. 

V         Cela  posé  fx  étant  l'ordonnée  PAI  qui  répond  à  l'abscisse 

àfjc 
m^=sjéP^  ~ —  =y'jr  sera  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel 

k    tangente     de   la   courbe     en    AI,   rencontre    Taie    des 

abscisses  1  donc  V^i»  4.  {if'xy  =  i  \/i  -^{f'xy  sera  U 
▼aleor  de  la  portion  de  tangente  Af/',  comprise  entre  les 
ordonnées  fx  tif{X'\'i )t=zP'AI\  De  la  m^me  manière ,  ou 
aora  f  {x-^i)  pour  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la 
tangente  Aî*t  à  l'extrémité  de  l'ordonnée /(x 4- »)>  rencontre 

l'axe,  et. on  trouvera  îV^i+y  {x-^iy  pour  expression  de 
U  partie  MU  de  cette  tangente. 
'Soit|  pour  plus  de  simplicité , 


f  «=:  v7+c7^* = ]/' + (^^y 
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alors  ifss,  if  ( «  +  i )  rep^senteront  les  portioiii  Âlif  et  M^i  : 
ainsi  la  longueur  de  Tare  AlM^  sera  renfermée  entre  les  deux 
quantités  i^x  et  £^  (x  +  i)  ^  en  donnant  à  i  une  valeur 
Aussi  petite  qu*on  voudra.  Donc  si  <px  est  la  fonction  de  x 
qui  exgriqfie  l'arc  de  courbe  AM ,  il  faudra  .que  la  quantité 
^(f-|~0  —  ^x  -=•  MM' ,  soit  comprise  enire  i^x  et 
i9(â7-f-i)y  quelque  petit  que  soit  i  :  d'où  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  les  aires ^ 
on   conclura 


4»'x 


=  ^ac,  tii.^x^=i^  x.ixs^ixy    i  +  ^-Jl\  . 


Donc  I  pour  ^oir  la  lo'ngueur  indéfinie  de  la  courbe ,  il  faudra 

dr 
remplacer  -p-  par  sa  valeur  en  x  déduite  de  l'équation  de  la 

jcourbe  différentiée ^  chercher  l'intégrale  de  Ax  V i  +  iJ'^Yf 
et  ajouter  une  constante  qu'on  déterminera  de  manière  que 
l'expression  de  l'arc  s'évuaouisse  an  point  d'où  on  voudra 
compter  cet  arc.  Ainsi 


arc^>/=/dbl/   1  +  f --p- I  •*-  consL 
Si  l'on  désigne  Tare  AM^wc  s^  on  a  donc  la  formule 


Maintenant ,  m  étant  l'angle  entre  la  tangente  et  Taxe  des 
abscisses ,  on  trouve  facilement  que 

,       4r  I         dr        .  y        àjr 
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tangente  tl  normale  étant  les  poriioiu  cle  la  tangente  et  de 
la  normale  ^  depuis  le  point  de  contact ,  jusqu'à  la  rencontre 
avec  Taxe. 

Dans  le  chapitre  des  coordonnées  polaires ,  nous  traduîronf 
dans  ces  coordonnées,  les  formules  des  quadratures  et  des 
rectifications* 

Dans  la  cydoïde ,  l'ongioe  étant  toujours  en  iC ,  on  a 


r      a  •  —  r 


et  conséqiiemment 


^  "^Stt  ^'"^  '  ^^^' 


£.„  ^    On  n'a)o,ute  pas  de  constante  ^  parce  que  l'arc  commence  en  JCi 

or    y^Taj-  =  KFi  donc  Tare  KM  est  double  de  la  corde  Kl^ 
qui  lui  correspond  dans  le  cercle  KFL 

fia.  i5,      ^^  ^^^^  V^^  l'angle  entre  les  deux  rayons  vecteurs  RM^ 
RM'f  a   pour  supplément  l'angle  /  entre  les  tangentes    Mtp 

m 

MU;  or,  l'angle  MtM'  ayant  aussi  pour  supplément  MiT^ ^ 
ce  dernier  an^e  est  égal  à  l'angle  en  iL  Nous  allons  chercher 
l'expression  de  sa  tançente  dont  on  a  besoin  dans  la  méca* 
nique» 

Désignons  par  a  tl  cf  les  tangentes  trxgonomctnques  des 
angles  faits  avec  l'axe  des  abscisses  ,  par  les  tangentes  çn 
M  et  M\  La  tangente  de  l'angle  Mtiy  est 

a' 


^  1  -}-  aa' 


Or,  ë:^y  :=f'x^  ô'=/'(«4-«)j  done 
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£* 


1  -f-W 


fx  —  [/'x  +  iPx  +  — /"«  +  etc.] 
I  -k-J'xlpx  +  f/^^/x  +  «te] 


_  ,///x y^^'ir  +  etc. 

~     I  +  {fxY  -H  i/'x.filx  +  etc. 

Si  Ton  désigne  la  tangente  àe  MiT'  par  /^  et  qu'on  suppose 
raccroissemeat  i  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée  j  ce  qui 
revient  à  prendre  sur  la  courbe  deux  points  M  et  M'  con« 
•écutifs^  on  aura. 


—  ir» 


— y'da:  y^d^x 


en  observant  que  ^  pour  les  courbes  concaves  vers  l'aie  des 
abscisses ,  j*"  <  o  (  chap.  suiv.  )  3  mais  de  l'expression  du  rayon 
de  courbure 


r=3r >  ^ 


on  déduit 


d^ 


i+7-> 


_  Vj+y\_    dx    . 


donc 


df  ,^  ,^  d^ 

/= ,'    et    tang  ifc//l/' =  —  — 


On  pourrait  chercher  deux  limites  entre  lesquelles  la  tangente 
demandée  dût  toujours  être  comprise,  quelque  petit  que  fût 
l 'accroissement ,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  ce  chapitre} 
mais  ce  serait  alonger  inutilement  la  solution. 
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CHAPITRE    XVIII. 

Des  plus  groîides  et  des  moindres  voleurs  des  . 
foncUons  d'une  seule  variable. 

Il  existe  un  genre  de  questions  qui  y  quoique  indépendantes 
de  la  considération  des  tangentes  y  peuvent  néanmoins  s^y  rap- 
porter :  ce  sont  les  questions  qu'on  appeUe  de  nfaximis  et 
minimiSj  et  qui  consistent  à  trouver ,  pour  une  fonction  donnée 
d'une  variable^  la  valeur  de  cette  yariabie  qui  rend  la  valeur 
de  la  fonction  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Comme  les 
courbes  ne  sont  que  la  représentation  ou  le  tableau  de  toutes 
les  valeurs  de  la  fonction  de  l'abscisse  y  représentée  par  l'or— 
donnée ,  il  est  visible  que  la  question  de  trouver  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur  d'une  fonction  d'une  seule  variable, 
revient  à  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ordonnée 
de  la  courbe  dont  cette  variable  serait  l'abscisse  ^  et  la  fonc- 
tion donnée ,  serait  l'ordonnée. 

Or  ,  l'inspection  seule  de  la  courbe  suffit  pour  faire  voir  que 
ces  ordonnées  ne  peuvent  être  que  celles  qui  répondent  aui^ 
points  dont  les  .tangentes  seraient  parallèles  à  l'axe  des  abs- 
cisses. Si  la  co'uibe  présente  sa  convexité  vers  l'axe^  Tordonnée 
sera  alors  évidemment  nn  minimum  ;  et  si  la  courbe  est  con- 
cave vers  l'axe  y  l'ordonnée  est  un  maximum^  Ainsi ,  les 
Fig.  14.  ordonnées  PM y  P^M^  seront  chacune  un  maximum  dans 
les  ondulations  mMn,  m'M'^n',  et  P'M'  sera  un  minimum 
"  dans  l'ondulation  nM'm\ 

Nous  avon^  vu(pag.  21 5)  que  la  tangente  Irigonométriqiiie 
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de  l'angle  que  la  tangente  d'une  courbe  fait  aYec  Taxe  des 

abscisses  ,  est  exprimée  ,  en  général.,  par  -1-7  y  étant  ror- 

donnée  qu*on  suppose  fonction  de  l'abscisse  x  ;  donc ,  pour 
que  cette  tangente  devienne  parallèle. a  Taxe  des  Xy  il  faut 

que  Ton  ait  — p-  =0;  or,  si  Pon  fait  -~-  on  y'z=:io  dans 

les  txpretsîbns  des  coordonnées  a  et  A  (  pag.  229  )  qui  détcr* 
minent  le  lieu  du  centre  osculateur,  on  a 

^a  =  x,6=y+J^; 

û*y 
d'où  Ton  voit  que  si  y"  ou  -j—  est  une  quantité  positive, 

ox 

ou  aura  b  >^,  qu'ainsi  ce  centre  tombera  au-delà  de  la  courbe 

par  rapport  à  l'axe  ;  la  courbe  tournera  donc  sa  convexité  vers 

râxc.  Sij-^f  est  une  quantité  négative,  le  même  centre  tombera 

entre  la  courbe  et  l'axe,  à  cause  de  7*  >  ^j  de  sorte  que  la 

courbe  sera  alors  concave  vers  Taxe.  Donc  la  fonction  y  sera 

dr 
un  maximum  ou  un  minimum  ^  lorsque  — : —  sera=:0}  et, 

en  particulier^  elle  sera  un  mamimum  lorsque    ,   ^-  Sera,  ea 

même  tems ,  une.  quantité  négative  ,  et  un  minimum  lorsque 

d»r 

■ ,        sera  une  quantité  positive.  C'est  en  quoi  consiste  la  mé- 

thode  connue  de  maximis  et  minimisa 

Mais  il  convient  de  -faire  voir  comment  celte  méthode  peut 
se  déduire  directement  de  la  série  de  Taylor^  sans  la  cooai** 
dération  ictermcdiaire  des  courbes. 

Soit,  à  cet  effet, 
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la  fonction  dont  on  demande  le  maximum  ou  le  minimum» 
Si  a  ^st  la  valeur  de  x  qui  répond  au  maximum  ou  au 
miAimum  ,  il  faudra  que  la  valeur  de  /à  soit  toujours  plus 
petite  ou  plus  grande  que  celle  de  /'(a  +  i),  quelle  que  soit  la 
quantité  i ,  positive  ou  uëgative,  et  même  quelque  petit  que  soit 
cet  accroissement  ;  car  une  quantité  ne  parvient  au  maximum 
ou  au  minimum,  y  que  lorsqu'elle  a  reçu  toutes  les  augmenta- 
tions ou  toutes  les  diminutions  dont  elle  est  capable  x  en  sorte 
qu'avant  et  après  ce  terme  y  elle  se  trouve  moindre  dans  le 
cas  du  maximum,  et  plus  grande  dans  celui  du  minimum. 

Développons  en  scney(x -f-i);.et  nous  aurons 

dr  d'y     t*         d'y      P 


dx         dx^i.2       dx^  i.2.S 

dx^  I  •2.3.4 

or,  d'après  ce  qui  a  été  dît  plut  haut,  on  doit  avoir,  pour  le 
cas  du  maximum, 

.      dr    ,         d'y      i*      . 
±  -- —  %  -4-  ^-~  — —  zt.  etc.  <  o  , 
d*      ^  dx^    i.a  ^     ^ 

et ,  pour  le  cas  du  minimum  ^ 

» 

dy  d'y       i* 

ài-/-i  +  -rL.  _l_-fcetc.>o, 
ax  dx'     i.a 

or  y  comme  on  peut  prendre  l'accroissement  t  tellement  petit 

1  '      .  dy     . 

que  le  premier  terme  -- —  i  surpasse  la  somme    des    termes 

suivans  fpag.  i6i),  ce  qui  aura  lieu  ^  àjoriioriy  pour  des  valears 
plus  petites  de  i  \  il  ne  pourra  y  avoir  maximum  ou  minimum 

dy 

tant  que  le  terme  ±  — p—  /  subsistera  |  puisqu'alors  les  deux 
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\alenrs  y  (x  ±  i)  <$taot  Tune  plus  grande  et  Vautre  plus 
petite  que  Jx ,  celle-ci  ne  pourrait  être  ni  maximum  y  ai 
minimum,  IL  faut  donc  qu'on  ait  dans  les  deux  cas 

» 

condition  qui  réduit  les  précédentes  à 
d'j-         i»  dy        r 


pour  le  maximum,  et  à 


+  etc.  <  o , 


dV        t'        ,      dV    *       ï'         . 

dx*      i.a  dx^      1.2.5     '  ' 

pour  le  minimum. 

Si  donc  la  valeur  de  x,  qne  nous  désignons  par  a^  tirée 

de  — ■ —  =  o,-et   substituée  dans  le   coefTicicnt  différentiel 
dx  '  I 

-r^^  donne  un  résultat  positif)  alors  les  deux  fonctions  f{a±zi) 

pourront  être   rendues   plus    grandes    que  Jini  par  une    trèsr 

petite  valeur  de  i,  eijà  sera  un  minimum ',  si  au  contraire 

d'y 
sczsz  a  rend  le  coefficient  -—^  négatif ,   les    deux   fonctions 

J'{a:izi)  pourront  être  rendues  plus  petites  que yâ,  et  cette 
fonction  sera  un  maximum,  JN^ous  gommes  donc  ramenés  aux 
conclusions  trouvées  plus  haut  y  en  partant  de  la  considération 
'   des  courbes, 

IVlais    il    peut  arriver  que  x  =  a  anéantisse  le  coefficient 

-3—^  >  8an(  qu'il  rende  nul  en  même  lems   -r-j-  •  «lors  on 
aur% 


/ 
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« 

et  parct  qu*oti  peut  prendre  pour  i  nnc  valeur   telle  que  1« 

6W       P 
terme  dt'-r-j  . 7  surpasse  Ja  somme  de  tous  les  autres,,  il 

s'ensuivra  que  rordonnce  Jx    sera  moindre  que   la    fonction 

dV 

y(ar4-i),  et  plus  grande  que  y  (x  —  i),  sî  la  fonction  -j=^ 

est  positive ,  ei ,  vice  versd ,  si  elle  est  négative  ;  conséquem- 
ment,  cette  fonction  ne  pourra  être    ni  maxhnum  ni  mini^ 

d*r 
mum  y  k  moins  que  ,  pour  a:  =  a ,  on  ait  — —  c=  o  «  et 

alors  suivant  que,  pour  celle  valeur  de  or ,  la  fonction  i— 

sera  négative  ou  positive}  il  j  aura  aussi  inaxtmum  ou  mini" 
mum  y  et  ainsi  de  suite. 

Donc  ,  en  résumé  ,  si  jr  est  une  fonction  quelconque  de  x , 
on  aura  d'abord  pour  le  maximum  comme  pour  le  minimum 

la  condition— —  =  o  de  laquelle  on  déduira  x>  et  ensuite 

par  la  substitution  de  celle  valeur  de  j:«  dans   —21      ^e 

dx* 

coefficient  sera  négatif  pour  le  fnaximum ,  et  positif  pour  le 
mmimum  :  si  ce  coefficient  est  nul ,  il  faudra  que     ^^     le 

soit  aussi,  et  que  Ion  ail  -j^  <  o,  pour  le   maximum  , 

et  >  o  pour  le  minimum  y  et  ainsi  de  suite.  Si  le  premier  des 
coefficiens  différentiels  qui  restent  ,  est  d'un  ordre  impair  la 
fonction  ne  pourra  acquérir  une  plus  grande  ou  une  moindre 

valeur. 
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Si  U  fonction  était  donnée  par  réqùation 

on  en  déduirait  (chap.  VI) 

dif 

dr+-^'^  =  " W     douy  =  _^ 

dr 
où  y  désigne  —  :  la  condition  ^  =  o ,  emporte  ceUe*ci  t 

du 
-|—  =  o  )  et  au  moyen  de  ces  deux  éqaaCions 

dtt 

on  obtient  lés  valeurs  de  x  et  y  par  lesquelles  jf( or, ^)  de- 
vient ou  peut  devenir  maximum  ou  minimum.  Cela  fait  ^ 
on  a  recours  à   l'équation  dérivée  du  second  ordre 

d»M     .  d*i/  d'tt  du 


qui,  à  raison  de  j^'  =  o,  se  réduit  à 


da?*         dj- 

«t  aprcs.la  suLsdiutîon  dans  --7-7?  -y- des  valeurs  précédera. 

ment  obtenues  pour  x  et  ^ ,  on  reconnaît  au  signe  de  y^^ 
fl'il  j  a  mammum  ou  minimum.  Si  ^^^  =  0,  l'équation  dé* 
rivée  du  troisième  ordre  se  réduisant  à  ^ 

d^ïi         du      .. 


» 
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i]  ne  pourra  y  avoir  maximum  ou  minimum  à  moins  <{ae  y"^  ne 

à^u 
soit  aussi  =0  :  d'où  l'on  conclut  -7—5-  =  o.   L^équation  dériyée 

du    quatrième   ordre  y   fera  connaître  la   valeur   et   le   sigiu 

dV 
du  -—r-  =  r'\  et  ainsi  de  suite, 
dx^ 

Prenons  y  pour  premier  exemple,  la  fonction 
la  différentiation  donne 

on  posera  donc 

''       a:'(i+/«)  =  o,    d'où    lx  =  lCj\, 

m 

parce  que  le  premier  facteur  x'  n'est  pas  nul  :conséquemmcnty 
en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

I 

e  étant  la  base  des  logariûimcs  népériens.  Pour  reconnaître  li 
cette  valeur  correspond   à  un  maximum  ou   minimum  j  ou 


(^)  De  la  reliiiion  y-sz  i' ,  on  déduit  ,  en  prenant  de  part  et  d'aatre 
les  logariUmtes  népériens  ,  ou  les  logariilunea  rapportés  à  la  base  c , 
ijr  =  xlx  ,  dont  la  diiTt'ieniieUe  est 

dy                                  àx 
=  dx  X  tr-4-  X =  dx  (/r  +  i),    . 


et  «^Qséqueminent , 


dy 
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formera  le  coefficient  différentiel  du  second  ordf e  ;  qoi  est 

lequel^  par  k  substitution  de  -^,  pour  x ,  deviendra  positif) 

d'où  on  conclura  que  cette  valeur  de  x  rend  la  fonction  pro^ 
posée  un  minimum» 

Si  on  demande  le  nombre  x  dont  la  racine  de  l'ordre  Xf 
soit  un  maximum  j  on  a  ^  pour  le  déterminer^ 

à'oix 

et  conséqnemment 

^  ic=  i: 

pour  cette  valeur ,  on  trouve ,  en  observant  que  x  est  la  base 

«  âm  logarithmes  népériens  y  -j^  K,  o^  donc  e  ess^  en  efïet , 

d** 

le  nombre  cherché. 

Passons  à  d'autres  questions  auxquelles  il  ne  faudra  pas  fe 

borner. 

« 

Probl.  Trouvet  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lumières ,  le  point 

le  moins  éclairé. 

Si  Ton  désigne  par  b  l'intervalle  entre  les  deux  lumières^ 
par   X  la  distance  de  Tune  d'elles  au  point  en   question  y  et 
conséqueniment  par  b  -^  x  celle  de  l'autre. au   même  point,  • 
f"      nous  avons  vu  {Alg.  i*"*.  seei,)  que  c  étant  rintensité  de  la  pre- 
mière  lumière  à  la  distance  a^  ei  d  l'intensilé  de  la  seconde 

à  la  même  distance ,  et    — 7 représentaient  les 

'oc»  {b  —  xj* 

intensités  des  lumières  au  point  qui  est  à  la  distance  x  de 

18 
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la  preiiiière  lumière  et  à  k  distance  B  —  â^  âé  la  seconde. 
Or  y  la  sonime  de  ces  intensités  que  nous  représenterons  par 
^  doit  être  un  minhnvm  :  on  au^a  donc 

dy  a  ca*  2  dtf  * 

d'où  l'#A  tire 

3 

f  y—  -I  ■  t      ■-       -    1.  Il 
3  3  . 

y^c  +  y^d 

Si  les  intensités  sont  égales ,  c  =  d,  et  on  a 

h 
a?  =  —  : 

donc  le   point  ]e  moins  éclairé    est  le  milieu  de   la  distance 
entre  les  deux  points  lumineux  (Aig.y 

Probl.  Eianl  donnée  une  ellipse  ,  assigner  les  diamètres 
conjugués  qui  font  entre  eux  ,  le  plus  grand  angle  possible , 

Soient  a.  et, 6  les  moitiés  du  grand  et  du  petit  axe  Ane 
ellipse;  m  et  t^  deux  demi-diamètres  conjugués.»  et  9  l'angle 
entre  ces  4emi-diamètres.  On  sait  {Élém.  de  Géom.  anafy.) 
que 

ah  ==  mn  sin  9 ,     a»  -f-  A*  =  m»  -(-  /i«  : 

la  première  de  ces  équations  donne 

ab 

sin  9  = j, 

mn 

et  on  tire  de  la  seconde 

donc  ;  si  Ton  désigne  sin  ç  par  j-,  on  aara 

._  ab 

y—     ^  j —    ■ .      S' 

m  ya^  -|-  ^«  ^  wj* 


ÏMfftrentiotis ,  en  otscrvâût  -que  la  quantité  m  est  icnlc  va- 
riable,  et  nous  aurons 

y^  +  *^—  fn*  —  *■;  =1 


4)r  -^  =  o ,  donne 
dm 

o*  ^  ft*  =  am*  ; 

d'ailleurs 

«*  +  ^«  =  m*+  n»,^ 

donc  on  aura  i?i  =  n.  Ainsi    ets  diatnétres  conjugues  sont 
^gaux. 

Pour  juger  si  l'angle  entré  ces  diamètres  est  un  maximum 

co  un  minimum  ^  il  fiiut  passer  au  — -^  ;  à  cet  effet  ;  de 

dr  __      y    c^-f-M-^im»    ) 


on  déduira 


d 


coeffitiéttt  qui ,  ions  rhjpofhèisé  b*  +  5*  ±=  aWl* ,  de  la^pellt 
tm  ÏSre  i«*  +  5*  —  m*  t±;  mv  *«  i**'^»*  à 

dy        4i»i)ft^y  dbw»        *    4«* 
djfi»  !»»•  i«^ 

•n  observant  que 
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.Il  j  a  donc  lieu^  en  même  tems  ^  à  un  maximum  et  k  na 
minimum 'f  le  premier  répond  à 

1  /fl»  +  b* 
m  =  — -^    — - — i* 

▼alenrqui  donne 

sm  «  =  —  *  ,  .    ,^-  9    d'où    cos  ^  = : — -- , 

et  de  là 

tangç=  — .-^— — (i); 

le  second  répond  à 


l/fH;:^ 


a 
d*oii  Ton  déduit 

tang9=    ^^_^^    (2). 


On  sait  que  les  diamètres  conjugués  égaux ,  sont  respect!- 
tement  parallèles  aux  cordes  menées  des  extrémités  du  çrand 
axe  à  l'extrémité  du  petit  ;  en  sorte  que  l'angle  entre  cet  dia- 
mètres j  devient  égal  à  l'angle  entre  ces  cordes  y  lequel  est 
maximum,  parmi  tous  les  angles  inscrits  à  l'ellipse ,  qui  s'ap* 
puient  sur  le  grand  axe  ^  et  ^  en  effet ,  la  valeur  de  tang  f^ 
donnée  par  (i)  ^  est  celle  qu'on  trouve  pour  cet  angle;  la 
valeur  (a)  est  relative  à  l'angle  supplémentaire  qui  est  celui 
de  deux  cordes  menées  des  deux  extrémités  da  petit  •  axe  à 
l'extrémité  du  grand  ,  et  qu'on  sait  être  un  minimum  entra 
tous  les  angles  inscrits  qui  s'appuient  sur  le  petit  axe. 

On  peut  se  proposer  et  assigner  le  triangle  de  Paire  maximum, 
Jbrmé  pat  les  deux  rayons  vecteurs  étune  ellipse ,  et  la  portion 
du  grand  axe ,  comprise  entre  les  fqyere.  Comme  dans  l'el- 
lipse y  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante  y  la  solution 
dccottt  question  exige  donc  celle  du  problème  suivant 
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Probl.  Assigner  entre  tous  tes  triantes  de  même  base  ei  de 
même  périmètre,  celui  d'^ns  lequel  les  côtés  non  déterminés ^ 
'  sont  égaux  ^  en  supposant  qu'il  ait  été  démontré  que  la  surfaca 
de  ce  triangle,  est  an  maximum. 

C'est  donc  ce  que  nous  allons  prouver.  Si  Ton  désigne  par 

k,  Zy  tyles  trois  côtés  d'un  triangle  j  et  qu'on  pose..  •••••' 

k  +  z  +  i 
p  := !—.— ^  ,  on  sait  que  S  désignant  sa  surfiM^e  , 

,     S  —  \/p{p—k){p  —  z){p  —  t) (1)5 

mais  z  ti  t  étant  les  deux  rayons  vecteurs  en  un  point  quel- 
conque de  l'ellipse ,  et  A  la  distance  entre  les  foyers  9  on  a  cette 

équation  de  condition 

z  -f-/  =  aa^ 

a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse.  Elevant  l'équation  (1) 
au  carré ,  après  avoir  remplacé%  /  par  aa  •—  z,  on  aura  celle-ci 

s*  —  p(p  —  A)  (p —  «)(/>  +  x  —  io)  =  os=ii (a), 

où  5  et  z  sont  variables ,  Pf  k  et  a  sont  des  quantités  cons« 
tantes.  On  en  déduit  (pag.  271  ); 

du 

jj  =  2  V^P  iP  —  ff]  (J>  —  »)  (p  +  f  —  »*) } 

on  a  donc 

d^  _     p(p  —  k)  (p  +  Z'^:ia)—p  (/?~A)  (p-'z)  _^, 
"^  a  V^/TOP  -k)  (p-  z){p  +  z^  ua) 

condition  qui  revient  à  celle-ci 

p{p  —  A)  (a«  — aa)  =  o,    d'où    z^=^a^ 
et  conséquemment  ausd  /  =  a.  Ainsi  les  deux   rayons  vcc-» 
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teurs   aboutissent  a  l'extrémité    du  demi  second  axe.    On   a 

«nsuitc 

d*« 


dz' 


•    I 


et  consé<pi.emraent  (  pag«  271) 

d*ii 

d'5  _       "dz*" a;?  (/>  — Ar) 

dz*  du    """ 


^Vp{p  —  k)[p  —  z)  {p  +  z~M) 
p{p  —  k)        \^p[p—k)     . 


^f 


\/p^p^k){p  —  a){p  —  a)  /(^_a)' 


k                              k 
or ,  p  =z \^  a  et  a  = f-  d ,  d   étant  la   distance   du 

foyer  à  l'exlrén^té  la  plus  voisine  du  grand  axe  ;  donc.  •'•••• 
pz=z  k^  dy  d'pii  p  —  k  =^  âf  et  conséquemment 

r    4 

Donc  Taire  du  triangle  ainsi  déterminé  |  est  un  maximum, 

6*  *^'      Probl.    Etant  données  unâ  ligne  AB  4e  longueur  et  une 
autre  CNO  de  position  ^   trouver  le  point  N  sous  lequel  on 
voit  la  ligne  AB  sous  le  plus  grand  angle  possible. 
Ou  a 

tang  BNA  =  tang  {BNK  —  ANK) 

_       tang  ^A^/C— tang  ANK 
I  +  lang  BNK  x  taiig  ANK 

Si  Ton  désigne  CN  »par  a: ,   C^  par  o ,   CB  par  A  ,  d*oti 
^  5-^  =^  6  --ta  a,  le  sinus  de  l'angle  NCB  par  m  et  son  cosinus 
par  n,  et  que  Ton  abaisse   la  perpendiculaire  NK  sur   CB\ 
pn  aura 
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„__-,       BK       b — nx  ._._-       jiK       a — nx 

€t  coDsëquemment 

tatig  BNA  =  — — —^^ -^ — — T =  r. 

On  trouvera  • 

^y  =jrfb      avf  4ib  —  x-      \ 

dx  '^     ^      '  l  (X*  — {a+^)nx4-tfA)»  f' 

d'où  on  déduira 

Si  Von  fait  passer  par  Jes  .p9ipts  4^  çt  j^  ^onn^s  fine  cir- 
conférence tangente  à  la  b'gne  CO,  et  que  N  ^itl^. point  do 
tangence,  on  aura 

CB  :  CN  ::  CN:  ca.   d'où  x«  =  û^. 

d'y  ■ 
Le  coefficient  différentiel -r^^  après  la  substitution.de  ub 

pour  X',  devient 

« 

■ 
quantité  essentielleinent   négative  ,   en   observant  que  b  est 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  valeur  de  x  tirée  de  l'égalité 
à  zéro  du  coefficient  dilféreotiel  du  premier  ordre ,  rendrait 
infini  Tun  des  co^ciqns  c^ifféreqtiels  qui  doivent  rester  pour 
qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  \  et  alors  le  développe- 
ment  de/(x  +  i)  serait  fautif  pour  cette  valeur  de  x. 

Soit;  par^xemple, 

^  =  ^  +  (x~a)5, 
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U  fonction  qu'il  s*agit  de  i^endre  maximum  on  wninimam» 
On  aura 

j^r=}(x  —  a)'=so/  d'où    x:=:a, 
râleur  <pii  donne 


Pour  jag^r  ce  qui  arrive ,  pour  cette  valenr  de  x  ,  on  fera 
directement  les  deux  dëveloppemens 

et  on  reconnaîtra  que  la  fonction  ne  comporte  ni  maximum. 
ni  minimum. 

Au  contraire  j  pour  la  fonction 

4. 

'  r  —  b  +  {x  —  a9^ 

on  a  toujours  «  =  a  pour  j^  =  o ,  valeur  qui  rend  jr'  s  ad  ? 
mais  alors 

/(a-i-i)  =*-H.^  /(a-0  =  *  +  »*. 

D*ou  Ton  conclut  que  x=:a  tX  jrz=zh  rendent  la  fonction 
proposée  un  minimum.  On  aurait  un  'maximum,  pour  U 
fonction 

j^sfc  — (jp  — a)% 
.  On  peut  se  proposer  ces  fonctions  plus  .générales 

n  étant  successivement  supposé  un  nombre  pair  et  impair* 
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CHAPITRE    XIX. 

Des  Points  singuliers. 

i\  Des  PoùUs  muUipîes* 

liORSQVK  plusieurs  branches  d'une  même  courbe  viennent 
se  rencontrei'  en   un  point  ^    ce  point  est  multiple  ^    ii  est 
double,  s'il   répond  à   deux   branche ^  triple  ^  s'il  répond  à  . 
trois  ;  etc.  ^ 

Considérons ,«  pour  pins  de  simplicité^  un  point  double,  ctFig.  16. 
soit  m  ce  point  :  il  est  formé  par  intersection  des  branches 
Ampriy  nqmC y  on  par  celle  des  branches  jimpn,  nqmO^ 

Représentons  l'équation  de  la  courbe  délivrée  de  radicaux 
par  II  =  o  )  Il  étant  une  fonction  rationnelle  de  J?  et  ^ ,  et  par 

la  dérivée  du  preipier  ordre  de  u  =  o  •  *t-"  9  —, —  étant  aussi  des 
fonctions  rationnelles  de  x  et  j. 

Il  se  présente  deux  cas-  à  examiner  :  1*.  celui  oii  les  deux 
branchts  de  Ja  courbe  se  coupent  au  point  m;  A*,  celui  ou 
•Iles  se  touchent  en  ce  point. 

!•'•   Cas.  Il  est  visible  que  l'équation  (1)  donnera  une  va-      4 

dr 
Jekir  unique  de  -—  pour  chaque  point  de  la  courbe  y  autre 


I 
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'  que  le  point  m  :  car  au  point  m  où  les  deox  branches  vien- 

ér 
nent  se  couper,  la  valeur  de  -y—  doit    être    double  ,   puis- 

qu'en  ce  point ,  chacune  des  tangentes  doit  avoir  sa  valeur 
distincte  de  celle  de  l'autre  ^  or ,  comme  il  est  impossible  de 
tirer  de  (i) ,  celte  double  valeur  de  y ,  parce  que  j^  est  à 

la  première  puissance ,  et  que  -^ —  et  ~- —   sont    des    fonctions 

rationnelles  de  ^  et  x  j  on  doit  donc  avoir  j^  =  | ,  après  la 
substitution  faite   des  coordolinées  du  point  m  pour  x  el  y 

j  du        du        ... 

dans   -î — j    —, — •    Ainsx  on  aura 
dx       djr 

i^  du  du 

par  le  fait  de  ces  substitutions. 

a'.  Cas*  Supposons  que  les  cleqx  branql^es  .^  tOMchent^.^t 
qu'elles  aient  au  point  m  un  contact  de  l'ordre  n  :  alors  les 
n  premiers  coefTiciens  différentiels  auront  les  mêmes  valeurs 
pour  les  deux  branches  (  chap.  XVI  )  }  mais  celui  de  Tordre 
n  -|-  i  devra  prendre  deux  valeurs  différentes.  Or ,  si  on  dif- 
férentie  n  fois  de  suite  Tëquation  (i)^  on  arrivera  à  une  équa- 
tion dérivée  de  cette  forme   (chap.  VI) 

I 

d"+'r 

JW-; -f-+Z  =  0.     .     .     .(2), 

où  L  est    fonction   de   x.   v  et  dqs  coefliciens  différentiels 

--r—  .   .    .,  .  -—  f    et  M  représente  -r— ,    en  observant  que 

le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  le  plus  élevé,  a  toujours 
même  %  coefficient    dans   les    dérivées   successives    de   Téqua- 

tion  u  =:  o  (  chap,  VI);  Il  fendra  donc  que  ^^  =  j-C^-^O 
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prenne  deux  valeara^  ce  qui  est  impossible  9  puisque  Téqua-  • 

tion  (2)  est  du  premier  degré  en  7-^"+»),  et  que  JU  elL  sont  • 

des  fonctions  rationnelles  en  x  ei  j^. 

On  devra  donc  avoir  M=zo,  par  la  substitution  des  coor- 
données j:  et  ^  du  point  m  :  donc  en  vertu  de  Téquation  (1) 

du  *  di/ 

dans  laquelle  — r—  est  M ,  on  aura  encore  -; —  =  o* 

/'  Oy    :  QX 

11  est  donc    démontré  qu'au  point   multiple  ^   la  valeur  de 
~^  se  présente  toujours  sous  la  forme  —  ^   soit  que  les  braiv 

ilX  o 

ches  de  la  courbe  se  coupent ,  soit  qu'elles  se  touchent.  Mais 
ce  qui  distingue  le  premier  cas  du  second ,   c'est  que  y  prend    ' 
plusieurs  valeurs  au  point  où  plusieurs  branches  se  coupent^   , 
tandis  qu'il    n'en   prend   qu'une  seule  au  point  où  plusieurs 
branches  se  touchent. 

Mais  il  importe  d'observer  que  l'inverse  de  cette  proposi- 
tion n'a  pas  toujours  lieu  ^  c'est-à-dire,  que  les  coordonnées 

du      d/x 
^^un  point  de  la  courbe ,  étant   substituées   dans  --t—  y  -j — 

peuvent  rendre  ces   fonctions  nulles  ,  sans  que  pour  cela  le 

•       « 

point  soft  multiple. 

Pour  Je  faire  voir,  prenons  l'équation   • 

dans  laquelle  m  est  un   nombre  entier   pair  ou  impair.  En 

.  .  ^  ày 

différenliant  celte  équation ,  on  en  tire  cette  valeur  du  -^j — > 


\in 


da;  •i-.'n-i 


d^  m{x —  1  î*"""'  ar +  (ar—  i)' 

o 

o 

y=zo.  Or  ce  point  est  double  ou  simple,  selon  que  m  est  =  a 
ou  =  3  ^  car  ^  dans  k  second  cas  ^  la  courbe  n'a  qu'une  seule 


valeur  qui  devient  —  au  point  de  la  courbe  j:  =  i ,  qui  donne 


284  Leçows 

branche ^  et  par  conséquent  aucnn  point  multiple ^  et,  dans 
Je  premier  y  elle  a  deux  branches  qui  viennent  se  couper  aa 
point  en  question. 

On ,  a  donc  cette  règle  pour  découvrir  les  points  multiples. 
L'équation  de  la  courbe  y  délivrée  de  radicaux,  étant  tt  =  o^ 
et  sa  dérivée  du  premier  ordre  étant 

»   'on  posera  les  deux  équations  -r— 1=  o ,    --r—  :î=:  o  ,  d  ou  ron 

tirera  un  nombre  déterminé  de  valeurs  réelles  de  :retj^;  on 
les  substituera  dans  i/=o;  et,  en  ne  retenant  que  celles  de 
ces  valeurs  qui  satisfont  à  cette  équation ,  on  sera  iûr  d'avoir 
les  coordonnées»  de  tous  les  points  de  la  courbe  qui  peuvent 
être  des  points  multiples.  On  reconnaîtra  ensuite  si  ce  point 
est  efïectivement  multiple  ,  en  examinant  le  cours  de  la  courbe 
de  part  et  d'autre  de  ce  point. 

Lorsque  pour  des  valeurs  déterminées  de  x  et  jr^  Toqua- 
lion   (i)    devient  identiquement  nulle  y  ainsi  qu'il  arrive  au 

âr 
point  multiple,  il  est  impossible  d'en  tirer  la  valeur  dc'-^y 

et  il  fatii  alors  avoir  recours,  pour  déterminer  cette  valeur  ; 
à  la  dérivée  du  second  ordre  de  «  s:  o ,  laquelle  à  cause  de 

du  - •  1  ,       »  ,  ^T 

-r —  =s  o  y  est  du  second  degré  en  y'  ou  en  -= — ,    et  est  propre 

à.  donner  la  double  valeur  de  ^'.  Si  jr'  comporte  plus  de 
deux  valeurs  y  ou  si  le  point  est  triple,  la  dérivée  seconde 
devient    insuffisante  ,    et  il   faut   recourir  à  la  dérivée  troi- 

dr 
sièmc  qui,  après  les  réductions ,  donnera  -~—  par  une  équation 
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Au  troisième  degré ,  et  ainsi  de  suite*;  pour  les  points  d'un  plus 
huul  degré  de  multiplicité. 

Proposoos-notts  de  red^ercher  si  la  courbe  représentée  par 

<y » -f- ar*  —  ^xa:  =  o  =;=  « , 

comporte  un  point  multiple^  et   de   reconnaître  le   degré  de 
multiplicité  de  ce^poinL  Conformément  à  la  règle  énoncée. 


du  du 

amrons  ces 'deux  conditions 


Utf  nu  , 

nous  calculerons —| —  =  2a)r,  -- —  =  3a;'  — afcj:,  et  nous 


2fl^  =  o,    5  a:'-— 2  Aa:=o, 

desquelles  on  tire  jr=zOj  x=zo,  x=.|^.  JVIais  des.  deux 
valeurs  de  x ,  la  première  seule  prise  avec  jzzio  ,  satis&it  à 
la  proposée  ;  en  sorte  qu'il  existe  un  point  multiple  dont  les 
coordonnées  sont  j^  =  o  ^  j:  =  o.  Pour  reconnaître  le  degré 
de  multiplicité  de  ce  point  ^  nous  passerons  à  l'équation  dé- 
rivée du  second  ordre  y  de  laquelle  on  tire 

(dy  V  6a?  —  2^ 

dx  J       ""        2a        ^ 

et  y  ponr  jt  =  o  > 

»  dx  ^      a   ' 

donc  le  point  en  question  est  double  ^  puisqu'il  ne  coni- 
porte  ^e  deux  tangentes ,  et  il  est  une  intersection  de  deux 
branches.'  -  ^ 

Si  b  est  négatif  dans  la  jiroposée ,  alors 


dx 


=-i/-4- 


Pour    expliquer    ce   fait,    on    oHervera    qu^à   des   abscisses 


f 
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négatives  comprises  entre  a:=  o  et  a;  =  &  ^  rëpondçnt  toujours , 
dans  la  courbe  en  question  ^  des  ordonnées  imaginaires  ;  quo 
pour  des  abscisses  négatives  x  :=ih  tXjc  >>  h^  les  ordonnées  sont 
réelles  y  qu'à  des  abscisses  positives  quelconques ,  répondent  des 
ordonnées  constamment  imaginaires.  D'où  l'on  conclut  que  l'ori- 
gine est  un  point  isolé  ou  détaché  ^  mais  qui  fait  cependant  sys- 
tème avec  les  autres  points  de  la  courbe  ,  puisqu'il  est  lié  avec 
eux  par  une  même  équation  :  donc  les  tangentes  calculées 
pour  ce  point  ^  doivent  être  imaginaires.  Ce  point  est  encore 
dit  conjugué  :  nous  '  allons  donner  là  théorie  qui  concerne  ces 
sortes  de  points. 

a*.  Des  points  conjugués* 

Les  points  conjugués  d'une  cour1)êy  sont  donc'  des  points 
entièrement  séparés  des  branches  dé  celle  courbe  y  et  qu'on 
régarde  comme  faisant  partie  de  la'  coiirbc;  parce  que  leurs 
coordonnées  satisfont  à  son  éqûalioni 

D'après  cela,  si  m  est  un  point  conjugué >  et  que  l'abscisse 
de  ce  point  ^  soit  x  =  a ,  il  faudra  que  la  valeur  de  l'or- 
donnée qui  répond  à  x  =  a ,  soit  réelle  ,  'et  que  celles  qui 
répondent  à  ^  =  a  it  t  ^  soient  imaginaires  ^  i  étant  une  quan- 
tité quelconque  indéterminée  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Or  y  ces  valeurs  de  l'ordoniiée^  seront  données  par  la  série 
convergente 


ày  <^^    »•         d^y 


i 


3 


^ ±-xr  *+ ïïiiï  rr  =^  t::?  7-r-x  +  ««<^- 


dx  dx^  r.a       dx^  1.3.5 


dans  laquelle  on  doit  faire  :r  =  a  )  il  faudra  donc  que  ^  dans 

dy        d*^ 
la  suite  infinie  des  coefHciens  différentiels  ■  /    ^    -^ —  •  etc. , 

do;        d:c* 


il  s'en  trouve    qui,    pour  ^=:a ,    n'aiebt    que   des  valeurs 
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îmaginaîres }  et  y  réciproquement ,  si  cette  circonstance  a  lieu  ;  le 
point  dont  l'abscisse  r=a  y  sera  un  point  conjugué. 

£n  partant  de   cette  propriété   des  points  coi^'ugués  ,    on 
peut  aisément  prouver,  qu'en  ces  points,  comme  aux  pointa 

multiples ,  la  valeur  du  *-= —  ^    déduite   de  Téquation    de    la 

courbe  ,  délivrée  de  radicaux ,  doit  se  présenter  sous  la  fqrme 

o  d'***"»r 

—  :   car  en  supposant  que  1^-4.,  j    ^oiX   le    premier  çoeffi-* 

dent  différentiel  qui    devienne  imaginaire  y  pour  x  :=  a  ^  la 
valeur  de  ce  coefficient ,  ne  pourrait  être  donnée  par 

pnisque   Jlf  et   L   ne  contiennent  pas    de    radicaux ^   même 
aprèt  l'élimination  de  y'y  Jf^j  ^'''.•.  •  j^C"*"')  :  il  faut  donc 

qu'on  ait  M =-j-  z=o,  et,  d'après  l'équation  (i),-t— =0  j  ainsi 

la    valeur  de  -~-  devra    se  présenter   sous  la    forme  — .  Les 
•  dx   ■  *^#  o 

points  conjugués  seront  donc  déterminés ,  comme  on  l'a  déjà 

va  par  un  exemple ,  en  même  tems  que  les  points  multiples^ 

«t  par  la  règle  énoncée  ci-dessus. 

3*«   Dct  Umitm  d'une   courbe  dans  le  sens  des  ordonnées , 

*  et  dans  celui  des  abscisses. 

r 

•  On  sait  déjà  que  la  tangente  à  la  aourbe,  est  parallère  à 

dv 
l'axe  des  abscisses  aux  points  où  la  valeur  de --p- est  nulle , 

et  que  cette  ^ngente  est  perpendiculaire  au  même  axe  aux 

*dy 
points  où  la  valeur  de  —^  est  infinie  •  et  que ,  réciproqae- 


> 
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ment ,  lorsque   la  tangente  en  un  point  d'une   courbe  ,   e»t 

pa^a11è^e,  ou  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses,  la  valeur 

dr 
de  —-  est  nulle  ou  infinie. 

On  déterminera  donc  les  limites  d'une  courbe  dans  le  sens 

des    ordonnées  |    et    dans  le    sens   des  abscisses ,  en   posant 

dy  dy  i 

successivement  les  équations  -—-  =  o  ,    -p-  =  —  =;  oo  j  ces 

*  équations  combinées  avec  celle  de  la  courbe,  donneront  les 

coordonnées  de  tous  les  points  qui  peuvent  être  des  limites 
de  cette  courbe  )  mais  il  ne  faudra  pas  conclure  que  tous 
les  points  ainsi  trouvés  répondent  effectivement  à  des  limites , 
et  il  n'y  aura ,  en  général,  d'autre  moyen  de  s'en  assurer , 
que  d'examiner  le  cours  de  la  courbe  vers  chacun  de  ses 
points, 

4<*.  Des  points  étinflcxion  et  des  points  de  rebroussemem^ 

D'abord  soit  jr  =  jf^  l'équation  d'une  courbe  :  conune  on 
peut  prendre  i  assez  petit  pour  que  le  signe  de  y^  soit  celui 

9 

de  y^ 1-  le  reste  du  développement ,  on  voit  que  l'ordon- 

née  J'(x±i)  de  la  courbe,  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 

l'prd<H>née  f  dSiy  i  de  la  tangente ,  suivant  qu^^*'  sera  positif 

J^^g^  ry  ^^  négatif;  en  sorte  que^  dans  le  premier  cas  y  hi  com*be  tour*- 

et  18.    uera  «a  convexité  vers  l'axe  des  abscisses)  et,  dans  le  second, 

elle  présentera  sa  concavité  au  même  axe. 
''^'  'D*      Ainsi  au  point  M  où  la  courbe  de  concave  devient  convexe 

fers  l'axe  AX^  point  qu^on  nomme  inflexion  ,  jrf  doit  changer 

de  signe  ,  ce  qui  exige  qu'en  ce  point ,  y^  soit  nul  ou  infini. 

C'est  au  reste  ce  qui  va  être  énoncé  plus  généralement. 

"Soit  f==/jr   l'équation  d'une  courbe   résolue  par  rapport 
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à  j,  et  soient  m  et  A  Tabscisse  et  l'ordonnëe  d'an  point,  m 
déterminé  de  celte  coiirbe.  L'ordonnée  qui  répond  à  Tabs- 
ciise  x^ra-^-i,  c'est-a-dire »  la  fonction /(a -f-i)  pokrra 
toujours  être  développée  en  une  suite  de  cette  forme 

*9  fi}  Vf  ^9  etc.,  étant  une  suite  d'exposans  positifs  et  crois* 
sans ,  et  le  premier  terme  du  développement  étant  l'ordonnée 
du  point  m.  Les  coefficiens  A^Bp  C^  D ,  etc.  seront  tou9 
réels  I  si  y  comme  nous  le  supposons  ici ,  le  point  m  que 
nous  considérons,  n'est  pas  un  point  conjugué. 

Si  l'exposant  «  est  plus   petit -que   l'unité,    la  valeur  du 

dr  àf(x+£) 

-= —  qui  n'est  que  .  . "  pour   *=  o,   {  pag.  117  )   sc:a 

infinie  au  point  m;  par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe 

en  ce  point,  sera  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  ^  si ,  au  con« 

dy 
traire,  cet  exposant  est  pins  grand  que  l'unité.,  la  valeur  dm  ■  j»- 

aéra  nulle  an  point  m ,  et  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point , 
aéra  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  }  c'est  ce  qui  peut  arriver  dans 
des  points  soit  d'inflexion  soit  de  rebroussement,  comme  noua 
le  ferons  voir  par  des  exemples  placés  k  la  suite  de  la  théorie. 
Si  donc  on  suppose  que  l'on  ait  déterminé  d'avance  les  points 
de  la  courbe ,  quels  qu'ils  soient,  dans  lesquels  la  tangente  est 
perpendiculaire  ou  parallèle  à  l'axe  des  abscisses ,  et  qu'il  ne 
s'agisse  plus  maintenant  que  de  ceux  oii  la  tangente  est 
indicée  sur  ce  même  axe  ,  on  aura  «  =s  1 ,  et  le  développe* 
ment  deviendra 

A  +  Bi+  Ci^'\'  Di^  +  Ef  +  etc. 

Cela  posé  ^  en  prenant  pour  i  une  très-petite  quantité  posi-* 
live  ou  négative  ,  cette  série  sera  convergente ,  et  elle  don- 
nera la  valeur  de  y  (<*  +  »);  <>«  celle  de /(a  —  i)j  or  il 

19 


J 
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se  présente  ici  deux  cas  à  examiner  :  1*.  celui  ou  aucnn  dei 
ezposans  /8,  y^i'y  etc. ,  n'est  une  fraction  de  dénominatenr 
pair  f  2**.  celui  où  il  se  'trouve  ^é  pareilles  fractions  parmi  les 
exj^osans ,  en  supposant  toutes  ces  fractions  fi,  y  ^  i"p  etc.  | 
réduites  à  la  plus  simple  expression  ,  et  alors  ou  les  deux  ternies 
sont  impairs  1  ou  Tun  est  pair  et  l'autre  ic^pair. 

Dans  le  premier  cas  y  c'est-a-dire^  si  ^exposant  fi  est  nombre 
impair  y  on  une  fraction  dont  les  deux  termes  soient  des 
nombres  impairs  y  )a  courbe  subira  une  ii\flexion  au  point  m. 
En  effet  y  si  l'on  conçoit  une  tangente  à  la  courbe  au  point  m , 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  cette  tangente ,  et  celle  dt 
la  courbe  ^  pour  une  abscisse  x=ra-\-ij  différence  qui  se 
compte  de  la  tangente  y  sera  exprimée  par 

A  =  C/  +  Di^  -f  El  +  etc.  î 

• 

comme  on  pourra  toujours  prendre  pour  i  une  quantité  positive 
ou  négative  assez  petite  pour  que  le  signe  du  premier  terme 
Cr  décide  du  signe  de  la  totalité  de  la  série  ,  ce  premier 
terme  changera  de  signe  avec  t,  dans  l'hypothèse  actuelle; 
donc  la  tangente  qui  était  au-dessus  de  la  courbe  y  à  droite 
du> point  de*  tangence^  par  exemple  ^  passera  au-dessous  de  la 
courbe^  à  gauche  du  même  point,  ou  vice  versd'y  par  con- 
séquent la  tangente  coupera  la  courbe  en  m,  et  la  courbe 
sera  infléchie  en  ce  point.*.  Si  le  dénominateur  de  fi  étant 
toujours  impair,  le  numérateur  est  pair ^  la  courbe  ne  pré- 
sentera rien  de  particulier ,  parce  que ,  pour  i  positif  et  né- 
gatif, le  terme  Ci^  qui  donne  son  signe  au  développement, 
sera  toujours  réel  et  de  même  signe  ;  ainsi  la  tangente  sers 
toute  entière  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  courbe  à  droite 
et  à  gauche  du  point  de  tangence.  Même  conclusion  dans  le 
cas  611  ^  est  un  nombre  entier  pair. 

Toutes  les  fois  que  l'exposant  fi  est  différent  da  nombre  9  y 
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d'r 
la  valeur  du  - —  est  nulle  ou  iofinie  pour  x  :=z  ai  nulle  si 

d;t*  ' 

$  surpasse  2^  et  iofinie  si  /S  est  -^  2/  en  observant  toujours 

dy  '      à'>  f  (x  +  i)  . 

^"®  "dï^  ^ d? r- pouri  =  oetx  =  û(pag.  1.7). 

d'r 
De  ce  cju'en  tout  point  d'inflexion  ^  la  valeur  du  -r— ^  est  néces- 
sairement égale  à  zéro  ou  à  Tinflni ,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer  y  il  s'ensuit  que   si   Ton   tire    de  l'équation    de  la 

courbe  la  valeur  de  - —   sous  la  forme  d'une  fraction    -rr  •  il 
faudra  faire  successivement  il/c=  o  et  iV=o;.  et,   en  com« 

» 

binant  ces  équations  avec  celle  de  la  courbe ^  on  déterminera 

les    coordonnées   de    tous    les   points   de  cette  courbe ,  qui 

d'r 
peuvent  être  des  points  d'inflexion ,  parce  que  -r—^  peut  avoir 

yÀJC 

nne  valeur  nulle  ou  infinie  en  des  points  où  il  n'y  ait  pas 
inflexion.  Il  faudra  ensuite  discuter  le  cours  de  la  courbe  vers 
chacun  de  Ces  points  y  pour  reconnaître  s'ils  répondent 
effectivement  à  des  inflexions  de  la  courbe. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  y  parmi  les  exposans 
/B,  y,  i" y  etc.,  il  se  trouve  des  fractions  de  dénominateur 
pair^  et  alors  les  numérateurs  correspondans  ne  peuvent  être 
que  des  nombres  impairs. 

Il  est  évident  que ,  dans  ce  cas ,  la  valeur  de  Tune  des 
fonctions  /{a-^-i),  f{  a  —  i  )  est  réelle  ,  tandis  que  celle  o» 
l'autre  est  imaginaire;  la  courbe  a  donc  des  points  d'un  c/)té 
du  point  m,  et  elle  n'eu  a  pas  du  cote  opposé  ;  par  consé- 
quent ce  point  est  ou  un  point  de  rebroussementy  ou  une 
simple  limite  de  la  courbe  dan^  le  sens  des  ab.scisses  Mais 
en  un  point  de  cette  dernière  csj'<xe ,  la  tangente  à  la  courbe 
serait  perpendiculaire  à  Taxe  des  abscisses ,  ce  qui  serait  contre 
la  suppositiou  faite  qu'on  a  déterminé  d'avance  les  points  de 
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la  courbe,  où  la  tangente  est  parallèle .oa  perpeodicalaiR  k 
cet  axe.    Le  point  m   est  dooc  un  point  de  rcbroussemenL 

Réciproquement  y  lorsqu'une  courbe  doit  aroir  un  rebrous- 
sèment  au  point  m  dont  l'abscisse  x  e=  a ,  l'inspection  de  la 
figure  fait  voir  que  l'ordonnée  de  la  courbe  doit  avoir  une 
valeur  unique  pour  xss  a,  deux  valeurs  distinctes  pour  x=a^i, 
«t  devenir  imaginaire  pour  jr  s=:  â  •»  /.  Il  faudra  donc  que 
l'équation  de  la  courbe  résolue  par  rapport  à  l'ordonnée  ^  et 
que  nous  avons  représentée  plus  haut  par  jr  zszjx  f  renferme 
un  radical  pair  de  x  —  a^  qui  deviendra  nul  pour  jrszra, 
qui  aura  deux  valeurs  pour  x==â  -{-/y  et  qui  sera  imaginaire 
pour  jr  s=:  a  •*  i  :  par  conséquent  le  développement  ci*dessaa 
de/Ca-f-')  contiendra  un  radical  pair  de^i,  et  |  c'est  ce 
qui  introduit  des  fractions  de  dénominateur  pair  parmi  les 
cxposans  fij  y^  ^y  etc.  On  observera  que  à,  sous  le  radical 
pair ,  il  se  trouve  a-^x  au-lieu  de  x  —  a  ,  l'hypothèse 
x^a-^i  donnera  des  valeurs  imaginaires,  tandis  qne,  pour 
â:  =  a  —  » ,  on  aura  des  valeurs  réelles.  Ainsi  dans  le  pre* 
mier  cas ,  les  deux  branches  qui  forment  le  point  de  rebrous- 
sèment  seront  à  droite  de  ce  point,  et  dans  le  second  cas 9 
elles  seront  à  sa  gauche. 

On  a  un  point  de  rebroussemeni  de  la  première  espèce  , 
lorsque  les  deux  branches  de  la  courbe  laissent  entre  elles  la 
tangente.  Pour  ce  point ,  les  deux  valeurs  da  la  dilFérence, 

• 

A^Ci^  +  Di'^  +  Ei^^ 

entre  l'ordonnée  de  chacune  des  branches ,  et  celle  de  la  tan- 
gente pour  une  même  abscisse  <|  quelque  petite  qu'elle 
aoit ,  doivent  être  de  difFérens  signes ,  pour  que  la  tangente 
de  laquelle  on  compte  ces  différences  ^  se  trouve  entre  les 
deux  branches  }  condition  qui  ne  peut  être  remplie  analjti- 
quement,  qu'autant  que  l'exposant  /S  dans  le  premier  terme 
de  À;  sera  une  fraction  ayant  un   déucuiinateur  {Mtiri  afin 
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que  A  ait  anssi  un  double  signe,  et  prenne  ainsi  deux  va- 
leurs de  signes  contraires.  Ainsi  la  forme  de  Tëc^uation  d'une 
courbe  qui  offre  un  rebrou^sement  de  la  première  espèce , 
doit  être  telle  qu'après  avoir  changé  j:  en  «-{~^'  ou  en  a  — 1, 
a  étant  Tabscisse  du  point  de  rebrousscment  ^  et  effacé  le 
terme  tans  i  et  cehii  de  première  puissance  en  i  ^  le  premier 
des  termes  restant,  renferme  une  puissance  fractionnaire  de  », 
à  dénominateur  pair. 

Passons  maintenant  '  au  point  de  rebroussemânt  de  la  se^ 
conde  espèce j  qu'on  noume  ainsi;  parce  qu'il  est  formé  de 
deux  branches  qui  laissent  au-dessus,  ou  au-dessous  d'elles  la    ^' 
tangente  en  ce  point.  Il   est  visible  que  les  deux  valeurs  de 
la  différence  A  |  pour  une  même  valeur  de  i  y  quelque  petite 
qu'elle  soit  |'  doivent  avoir  le  même  signe }  ce  qui  nt  |>eut 
arriver ,  k  moins  que  le  premier  terme  de  la  différence  A  qui 
donne  son  signe  au  développement ,  ne  contienne  une  puissance 
entière  de  i  ,  et  que  l'un  des  suivans  n'ait  deux  signes.  On  voit 
donc  que  les  équations  des  courbes  qui  offrent   un  rebrbus- 
sement  de  la  seconde  espèce  9  doivent  être  telles  qu'après  avoir 
écrit  a^i'  i  Qu  a'^'  i  pour  x  j  a  étant  l'abscisse  du  point  de 
rebroiijsement  |  et  effacé,  les  termes  sans  i  et  de  première  puis- 
sance de  i ,  le  premier  terme  du  développement  ordonné  suivant 
les  puissances    de  i  0  soit  un  terme  de  puissance  entière  de 
cet  accroissement. 

Ainsi  quant  aux  rebroussemens  de  la  première  espèce  9  la 

i  d*y 

\  valeur  du  —^  est  toujours  nulle  ou   infinie  y  puisqu'en   ces 

d'/Ctf  +  O 
points,  l'exposant /8  étant  toujours  fractionnaire  y  .  ^        * 

qui  ,  pour  «  =  o  ,  se  réduit  k  -—   (  pag.  1 1 7)  •  P^ur  l'uû  de 

ses  termes  fi  {fi — i)  Ci^-%   et  qu'ainsi  ,  pour  jS  >  2 ,  ce 
coefficient  sera  nul  ;  tandis  que  pour  18  <  2  ;  il  sera  infini. 
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Qaant  aux  points  de  rebrousseniens  de  la  seconde  espèce  ^  le 
calcul  différentiel  ne  peut  fournir  aucune  règle  pour  les  trouver 
directement  ;  les  considérations  précédentes  en  donnent  la 
raison  ^  car  le  terme  qui  doit  conlenir  une  puissance  fraction- 
saire  de  i,  dans  le  .développement  àef(a^i)  n'éunt  pas 
âôlcrniinc  y  on  ne  peut  pas  dire  quel  est  le  premier  coeffi- 
cient différentiel   qui  doit  devenir  infini. 

Lorsque  dans  le  rebroussenient  de  la  seconde  espèce  ,  Te 
coeflicientdans  le  premier  terme  de  la  différence  A ,  sera  positif, 
et  que  d'ailleurs  les  branches  6'ctendront  dans  la  région  des 
abscisses  i  positives^  le^  deux  branches  seront  au-dessus  de  U 
tangente  y  par*rapport  à  l'axe  des  X}  lorsqu'au  contraire  ce 
coeflicient  sera  négatif  dans  le  cas  supposé^  les  deux  branches 
tomberont  au-dessous  de  cette  tangente.  Il  est  d'ailleurs  facile 
de  voir  que  les  deux  branches  pourront  sVtendre  à  droite  on 
à  gauche  du  point  de  rcbrousscment ,  ainsi  que  nous  l'a  vont 
expliqué  à  l'égard  de  ceLii  de  la  première  espèce. 

Du  resto ,  les  points  de  rebroussemcns  des  deux  espèces, 
pouvant  être  considérés  conmie  des  points  multiples,  on  con- 
naît déjà  la  rôgle  qui  les  fera  trouver. 

On  voit  donc  que  le  calcul  différentiel,  fournit  des  règles 
certaines  pour  trouver  les  points  d'une  courbe,  qui  peuvent 
être  des  points  singuliers ,  lorsqu'on  connaît  l'équation  de 
cette  courbe  ;  mais  pour  reconnaître  si  les  points  de  l«i  courbe, 
indiqués  par  le  calcul  différentiel,  sont  eftectivement  des  poinCi 
singuliers ,  ainsi  que  pour  en  reconnaître  la  nature ,  il  n'y  t 
pas  de  moyen  plus  assuré,  du  moins,  en  général,  que  dis- 
cuter le  cours,  de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points. 

Nous  allons  ajouter  quelques  exemples  à  ceux  que  nous 
•vdns  déjà  traités. 

A®*  Recherchons  si  la  courbe  de  l'équation 
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comporfe  des  points  maltiples  :  on  en  dédait 

( 3ay»  ^'xi)y  —  3x*(y  +  b)  =  o^ 
6ary^—  Gx'y  —  6x  (7-  +  fc)  =  o, 

en  ometUnt  les  termes  en  y,  j^'"....  qui  disparaissent,  ainsi 
qu'on  Ta  vu  dans  la  théorie.  On  a  donc  les  deux  équations 

Sajrs.x'sOi      x*(j'  +  *)  =  oj 

desquelles  on  tire  j<»  =  —  A  ,  .x  =  l/Sué*  qui  ne  satisfont  pas 
à  la  proposée  ;  puis  ar  ==  o  |  y  =  o  ,  solution  de  cette  équation, 
L*orig:ne  peut  donc  être  un  point  multiple.  Pour  ce  point 
tous  les  termes  de  la  dérivée  du  secood  ordre  disparaissent}  celle 
du  troisième  I  devient  « 

qui  ne  donnant  pour  y  qu'une  seule  racine  réelle  |  apprend 
que  la  courbe  n'a  pas  de  point  multiple. 

a*.  Soit 

d'où 

^yX'  l ^/•  +  5x*)  +  4x3  —  5-e4  +  Syx  =  09 

en  posant 

r(V*  +  3xO=o,      x(4x'— Sac'+ôj-*)  — o, 

on  trouve  que  x  =  o>  j^=o  sont  les  seules  solutions  de  ces 
deux  équations  et  de  la  proposée.  Les  dérivées  du  second  et 
du  troisième  ordre  sont  alors  nulles  d'elles-mêmes  :  celle  du 
quatrième  devient 

j.'4  +  3y*  +  i  =  o, 

dont  les  racines  sont  imaginaires:  ainsi  Torigine  est  un  point 
conjugué* 
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Z\  Soit 

/ 

•pris  en  avoir  déduit  les  dérivées  du  prdbier  et  du  second, 
ordre,  # 

on  posera 

et  on  trouvera  tpt  ^ 

yxsi      o  et  ar  =  d^«, 

^**  ^^'  sont  les  seules  solutions  da  ces  équations  et  de  la  proposée. 
D'abord  x=o  donne  les  racines  j^=— a  ^X,  y^^a^  dont 
la  première  est  double  :  au  système  de  solutions» = o  ,  y  =  —  a 
correspondent  j^' :=  \^  et  le'  point  E  qui  est  double:  en  se- 
cond lieu  â:e=±a  donne  les  points  '  doubles  D  et  ly.  Au 
point  £,  on  a  j*'  =  VI  f  ^^  ^"^  points  D  et  D*^y  =  ^f  ; 
on  connaît  donc  en  ces  points  les  inclinaisons  des  branche* 
sur  Taie  des  abscisses. 

D^ailleurs  les  abscisses  ^cso,  etâ:s=5±:a  prises  la  pre* 
mière  avec  y^sz\a,  et  la  seconde  avec  jr =— -  f  a,  donnant 
y^s^Of  peuvent  indiquer  des  maxima  ou  des  minima  d'or- 
données s  pour  9=  o  la  dérivéedtt  second  ordre  donne  y*  ^o  p 
conséquemment  l'ordonnée  AF  est  un  maximum.  Polir  les 
abscisses  »  =  ±  a ,  on  trouve  /^  >»  O  |  et  conséquemment  les 
crdonnées  DM  ^  lyO  sont  des  minima  ^  parce  que  les  plot 
gra.ides  ordonnéfs  négatives  doivent  être  considérées  commt 
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l«s  plus  petites,  en  tant  qii'elles   s'approchent  davantage  de 
l'infini  négatif.  Enfin  y's^mof  c'est-à-dire  , 

fera  connaUre  les  points  A^  et  G   dans  lesquels  la  tangente 
est  parallèle   à  l'axe  des  ^9  et  ces  points  correspondent    à 
j^=-i— ^,et  X  =s±a  \/%  zzi  AC  =s  AB  ;  en  sorte  que 
CKz=zBG^AE. 

4**.  Soit  Tëquation 

ar^T-aaar'j'  —  ii;^=o, 
d'oïl 

après  avoir  trouvé  que  l'origine  seule  peut  être  un  point  mtd«  Fig.  a5. 
tiple,  pour  en   reconnakre  le  degré  de  multiplicité»  il  faut 
recourir  à  la  dérivée  du  troisième  ordre  ^  qui  donne 

m 

Il  7  a  donc  en  A  un  point  triple.  On  aura  les  minima  /f  et  O, 
en  posant 

il  faut  rejeter  les  valeurs  x  =  0|  ^  =  0,  qui  donnent 
j^r=|,  et  prendre  x*  =  — oy',  abscisse  qui  reportée  dans 
l'équation  de  la  courbe^  donne  ^=:oyj^  =  -— tf:  on  prendra 
.  donc  ^=— tfet«  =  ^fl:  ces  coordonnées  donnent  ^*>o  : 
d'oii  on  conclut  deux  minima  aux  points  H  et  O.  On  trouvera 
les  limitel  G  et  F^  en  posant  j^  3=300 «  c'est-à-dire, 

cette  équation  combinée  avec  celle  des  courbes ,  donne 
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5*.  £a  partant  de  l'équation 

j^  «— flx/**  4- «*  =  0 1 
on  a  les  dérivées 

en  omettant  les  ternies  de  y^^  y"'  nuls  par  leurs  coefficîeoi , 
lorsqu'on  cherche  les  points  multiples  :  on  trouve  à  l'origine 
un  point  triple  pour  lequel  les  tangentes  sont 

y  =  ±o,    y  =  oo. 

Ainsi  les  deux  axes  sont  tangens  à  la  courbe  en  ce  point. 
6**  L'équation 

est  encore  celle  d'une  courbe  qui  a  un  point  triple  à  l'origine  : 
nous  la  laissons  à  discuter.  ^ 

Lorsque  l'équation  est  explicite,  c*est- à-dire ,  résolue  par 
rapport  à  l'une  des  variables,  la  recherche  des  points  mul- 
tiples y  par  exemple,  devient  plus  facile  }  ainsi  l'équation  étant 
résolue  par  rapport  à  j^ ,  il  arrive  que  9  pour  l'abscisse  d'un 
point  multiple,  un  radical  disparait  par  son* coefficient  ;  le 
degré  de  ce  radical  est  égal  au  nombre  des  branches  qui  se 
coupent  en  ce  point,  et  l'exposant  de  son  coefficient  montre 
s'il  y  a  simple  intersection  ou  osculation  au  point  multiple» 
C'est  ce  que  nous  allons  encore  éclaircir  par  les  exemples 
suivans. 

C'est  ainsi  que 
perd  le  radical  pour  x=6y  et  comme. ce  radical  ne  dispa- 
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rail  pas  dans  7*',  oa  en  conclut  que  x  =  6  et  ^"'==3  sont  les 
coordonnées  d'un  point  double.  Oa  troureia  les  maxima  et 
.minima,  et  la  limite. 

II  y  a  un  point  conjugué  à  Torigine  des  coordonnées  dans 
la  courbe  de  Tét^uation 

parce  que  y  est  imaginaire  pour  les  points  voisins  à  droite  et 
à  gaucha  de  l'origine. 

L*équation 

^  =  {a;  — a)*  V^j:  — ^  +  c, 

«Si  celle  d'une  courbe  quia,  pour  l'abscisse  xsrza^  un  point 
double  f  et  en  ce  point  deux  valeurs  de  j''*  Si  l'on  fait 
disparaître  le  radical ,  par  l'élévation  au  carré  (  pag.  )  y 

pour  avoir  les  valeurs  multiples  de  y'^  on  trouve  qu'au  point 
j;  =  tf  et  j^  s:  c  }  les  deux  valeurs  de  jr'  ne  diffèrent  que  par 
le  signe. 

L'équation 

j^  s=  (  a:  — .  fl  )?  V/jr— 6  +  c, 

est  celle  d'une  courbe  qui  a  un  point  double  pour  rr  =  a , 
ct^c=c;  comme  pour  ce  point  |  les  quantités  jr^jr'  eiy^  f 
ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  brauchcs  y  ces  deux  bran- 
ches ont  même  cercle'  osculateur  au  point  double. 

Nous  passerons  à  la  recherche  des  points  d'inflexion. 

On  s'exercera  d'abord  à  chercher  ceux  'des  tourbes  repré- 


sentées par  les  équations ^=&  +  (x — fl)5,  jrroi» -f"  K(* — OS 
^=  j:^  -{-  X*  —  V -^7,  si  cependant  elles  en- fournissent.  Nous  ^ 
discuterons  plus  particulièrement  la  courbe  de  l'équation 

j-  =  (a:  — 1)(«  — a)(x  — 3), 
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pj     a4  T"  coupe  Taxe  des  x  en  /l,  Rf  et  H*,  dont  on  connaît  kt 
abscisses}  on  en  déduit  "* 

-g.=  («-:i)(*-a)  +  (a:-i(a:-5)+(x-a)(«-5), 

.-r-=^=:6«—  la. 
djc» 

L'égalité  à  xéra  de  6 a:  — -  la,  donnera  jrssi  pour  l'abscîtse 
d'un  point  d'inflexion  :  ce  point  est  tn  R\  En  efFet|  la  tan* 
gente  en  A'  a  pour  équation  (  )  ** 

p  étant  Tabseisse  et  q  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la 

tangente,  et  x=:2  avec  ^"  =  0  étant  les  coordonnées  du  point 

dy 
de  tangence  R'  :  or,  pour  ce  points  -,—  =r:—  i ,  donc 

dx 

q  =  —  {p  —  2). 

Faisons  x=:t  +  -^=^  et  x=a  — ^=:||,  et  désignons 
par  V  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  \  nous 
aurons 

pour    x=/E?  =  fi....y  =  — -î^ Kïzz  — ^, 

pour    x  =  p  =  {|....9=      -î^....r=      ^, 

et  on  conclut  qu'à  la  droite  du  point  R'  et  à  la  distance  yô^ 
l'ordonnée  de  la  tangente  e&t  plus  grande  que  celle  de  la  courbe, 
et  qu'aussi  à  la  gauche  de  R'  et  à  la  même  distance ,  l'ordonnée 
de  la  tangente  excède  celle  de  la  courbe  ;  ainsi  la  tangente 
en  R'  coupe  la  courbe  en  ce  point ,  ce*  qui  est  le  caractère 
d'une  inflexion.  On  peut  encore  observer  que  l'ordonnée  de 
la  courbe  ,   avant  ou  après  le  point  R'  ^  est  représentée  par 

-; —  i  H — r-i  •  — T  +  €tc. ,  a  cause    de  -r^  =  o ,  et  que 
iïx       '    dx'       1.3  ^  '  dx*  '        ^ 

celle   de  la   tangente  j   pour   la   même   abscisse  ^   l'est    par 


BB  Calcul  différentiel.  3oi 

*y^  /  ^  d'où  l'on  conclut  que  Tordonnée  de  la  tangente  tsUf 

abstraction  faite  des  signes  ;  plus  grande  que  celle  de  )a 
courbe.  li  n'arrive  rien  de  semblable  en  W^ ,  ainsi  qu'on  peut 
s'en  assurer ,  en  faisant  x=:f'  =  7^et  =  f|  dans  l'équation  de 
la  courbe  et  dans  celle  de  la  tangente  qui , .  pour  ce  point , 
est    - 

jr=2(p  — 3)î 

car  on  troave 

pour    X — p  —  rô"»/v —      îTôô*»*"*^ —      rvuôf 
pour    x  =  p==î|-...?  =  — ^^....r=  — .^5^, 

et  consëquemment  à  droite  et  à  gauche  du  point  A^,  la  courbe 
laisse  la  tangente  en  R^  d'un  même  c^té.  La  même  chate  arrive 
en  A.  Nous  ajouterons  que  les  tangentes  en  JR  et  R^  sont 
parallèles.        ^ 

L'équation  proposée  revient  à  la  suivante  : 

x?  —  6«*  -f-ilX  —  6— T*:::©, 
de  laquelle  on  tire 

QJC  dx  f 

(5x» — iax+  ii)-Y— i-.|=o,  d'où  --— = ; 

àj  dr       6x^—i2X+ii 

tt  en  second  lieu  | 

qui  donne 

d»x  €  X  —  I  a 


.<!/"  (^X* I2X+11)' 

On  aura  donc  les  points  d'inflexion  par  rapport  à  l'axe  des^^ 
s'il  y  en  a ,  ^  posant 

6x— «laso;    3x*— iax+ii=o* 


Sol  Lf.çows 

La  premîcre  de  ces  équations  donne  encore  :r  =  a  !  on  tue 
de  la  seconde 

X  =  2  ±  ^  v^a  =  2±  0,574 , 

et  consëquemment 

<a:=  2,674,     x=r  1^426. 

Si  Ton  fait  a:  >  2,574 ,  par  exemple  a:  =  2,6,  on  trouve* 

d'x  d'jT 

négatif,  et  pour  a:<  2,674,  ou  =2,4  ,  on  trouve  — r — 

dj**  dj^* 

positif.  Ainsi ,  au  point  x  =  2,674  »  il  y  si  passage  de  la  con- 
vexité à  la  concavité,  par  rapport  à  l'axe  des  j-,  et  cependant 

dV 
le  signe  du  ne  change  pas  en  même  tcms  que  celui  du 

,  par  les  substitutions  a:s=2,6  et  a::=r2,4,  ce  qui  prouve 


qu'il  n'y  a  pas  inflexion  au  point  x  =  ^fijLx  ou  qu'en  ce 
point  9  une  tangente  ne  coupe  pas  la  courbe.  xJn  point  d'in- 
flexion est  absolu  par  sa  nature,  c'est-à-dire ,  qu'il  reste  tel, 
quel  que  soit  l'axe  auquel  on  le  rapporte,  tandis  qu'en  passant 
d'un  axe  à  un  autre ,  il  j  a  changement  d'aspect  duquel 
résulte  ,  dans  les  courbes  à  ondulations  ,  cette  succession   de 

concavité    et   de    convexité  sans   passage  par    l'inflexion.   La 

<\x 
valeur  a:  =  2  ±  J  y^3  =  21+1  \/^  donne  -^ —  =00  ,  ou. ...  • 

d)' 
=0,  en  sorte  qu'en  ces  points  la  tangente  est  parallèle  K 

l'axe  des  abscisses ,  et  lt)rdonnée  est  maximum. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  qu'immédiatement  à  droite  et 

à  gauche  du  seul  point  d'inflexion  /!',  la  courbe  présente  sa 

concavité  à  l'axe  des  x  ,  quoiqu'il  y  ait  changement  de  signe 

d'v 
du  *-T^    qui  de  négatif  qu'il  est  à  gauche  de  /î'  ,  devient 

positif  à  droite   du   même  point.   Ce  cas   d'exception    paraît 
n'avoir  lieu   que  lorsque   l'axe  auquel   on   rapporte  le   point 


é 
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d'inflexion  passe  par  ce  point.  Ainsi  y  pour  Taxe  jiXj  la  courba  ri^.  35, 
KML  concave  de  /iC  en  ilf ,  devient  convexe  de  M  en  L  ^ 
tandis  que  de  part  et  d'autre  de  Af ,  elle  présente  sa  concavité 
à  Taxe  Jl'X'  mené  -par  le  point  M  d'inflexion. 

On  pourra  étendre  cette  discussion  à  la  courbe  de  Téquation 

^  =  (ar—  i)  (ar  —  a)  (ar —  3)  (a:  —  4)* 
Passons  à  la  discussion  de  Téquation 

X^  —  96 ay*  -f.  looû'ar*  —  a:4  =  o  , 
laquelle  I  résolue  par  rapport  k  x ,  donne 

Pour  découvrir  d'abord  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  ordonnées ,  ou  les  plus  grandes  et  les  moindres  ordonnées  ^ 
on  déduira  de  la  proposée  le  coeHicient  différentiel 

ày         x'  —  5o  a'^x 

Ix  ~  y^  —  48  fl'j  ^ 

lequel  égalé  à  xéro ,  donnera 

a:^  — 5oû'a:  =  o,    d'où'  x  =  o,  r  =  ±:5tf\/a« 

La  première  valeur  de  x ,   portée  dans  la  proposée  j  donne 
j^  =  o,^  =  ±4<'V^6.  Ces  deux  dernières  valeurs  de  y  sont  * 
des  coordonnées  des  points  D  et  D' ,  et  on  trouvera  facile- 
ment qu'elles  sont  toutes  deux  des  maxima.  Prenons  main- 
tenant xs=:o  av(c^=o:  pour  ce  sjrstéme  de  coordonnées , 

dv        o  -  :  . 

on  trouve  "^ss  — ,  ce  qui  annonce^  en  général  ^  un  point 

d/ 
multiple  a  l'origine  A»   Pour   avoir   les  valeurs  du  -r—  ;  on 

passera  à  la  différentielle  seconde  qui  est 


f 
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ci  qui ,  poar  j:  =  o,  ^=0,  donne 

*  Jjt  point  A  est  donc  TinterMction  de  deux  branches  qui  font 
avec  Taxe  des  abscisses ,  des  angles  ayant  pour  tangentes  tri— 
gonomélriques  +  1^5  ®^  ""fVï' 

Les  deux  autres  racines  x  =z^Sa^2f  portées  dans   la 
proposée,  rendent  y  imaginaire. 

Maintenant  y  pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le 

sens  des  abscisses  y  c'est-à-dire ,  les  plus  grandes  et  les  moindres 

abscisses  ^  on  égalera  à  xér6  le  dénominateur  de  la  valeur  d# 

d  V 

-T — <,  puisqu'en  ces  points  les  tangentes  sont  perpendiculaires 

à  l'axe  des  abscisses ,  et  on  trouvera 

j-3_48a»^  =  o,     d'où    ^  =  o,    jr^±.4a}/5. 

La  première  valeur  y:=ro  portée  dans  Péquation  de  la  courbe  , 

donne  a;  =  o  ,  4?  =  ih  loa.  Les  coordonnées  x'=  o  ^  j  =  o  , 

sont  y  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu  y  celles  du  point  multiple  A  , 

auquel  il  ne  peut  j  avoir  de  tangentes  perpendiculaires  à  Taxe, 

d^         o 
et,  en  effet,  on  sait  déjà  que,  pour  ces  valeurs,  -r —  =  — • 

Les  sjrstêmes  de  coordonnées  7'  =  o,  x=:^  10  a  ^  répondent 
aux  points  /  et  J'y  intersections  de  la  courbe  avec  Taxe  des 
abscisses. 

« 

Les'  deux  dernières  valeurs  j^ &=  ± 4^^3 ,  donnent*  • .  •  •  • 
;cs=:±6a,  J7  =  ±:8a  :  les  coordonnées  j^  s=  ±:  4^  \/  3  et 
xz=':iz6a  font  connaître  les  points  F,  /*' ,  F^ ,  F"' ,  et  celles- 
ci,  ^  =  ±14^^  5,  «  =  ±:8a,  désignent  H,  /f' ,  IPfj  /T". 
Tous  ces  points  sont  sur  deux  parallèles  à  l'axe  des  ar.  Tune 
au-dessus ,  l'autre  au-dessous  de  cet  axe ,  à  la  même  distance 
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Passons  à  la  recherche  des  points  d'inflexion.  On  « 

/dyy 
ày  _  (3x'  —Soa»)  —  (5y'  —  48fl^ )\^xj  ^ 

menant  pour  -j—  sa  valeur,  et  faisant  disparaître  le  denomi- 

* 

Dateur,  on  trouvera. 


On  peut  donner  au  numérateur  de  la  fraction  la  forme  sui- 
vante : 

r  (j^'  — 48û')'(5*'-5oa')_x>(x>— 5o«-)»  (3x^^48a-)j 
mais  cbmme  l'cquation  .proposée  revient  à  celie-ci 

(r*  — 48a*)*  —  (x'—5oa^y  +  i96a4  x=o, 

si  on  tire  la  valeur  de  (j-»  —  48û^  )»  pour  la  substituer  dans 

dV 
-^1^,  on  trouvera  après  les  rétl  actions 

j'r  _(^'— ^ûg')V35r'— 24jr')4-98a«r'(3x»— 5oa^) 

ri 

D'abord,  le  numérateur  devient  nul  par  «.==:  o,  ^=:=:  o  , 
ce  qui  annonce  une  inflexion  au  point  A  :  en  effet ,  pour 
deux  abscisses  AP,  AP',  moindres  que  zt  6a ,  égales  et  de 
signes  contraires ,  l'équation  de  la  courbe  donne .  quatre  va- 
leurs àejTj  dont  deux,  savoir  :  PM^  P'M'  sont  aussi  égales 

et  de  signes  contraires ,  en  sorte  que  — —  change  de  signe 


20 
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par  le  facteur  jr^  du  dénominateur  y  en  passant  du  point  M 
au  point  M\ 

Généralement  de  Thypothese 
on  déduit 


jr'  = 


a5  (  X»  —  5oa*  )*  +  98a»  (  5x"  —  5oa») 


Cette  valeur  et  son  carré  reportés  clans  l'équation  de  la  courbe, 
donnent^  après  des  réductions  pénibles  y  une  équation  du  dou- 
zième  '  degré  y  qui  a  quatre  racines  égales  chacune  à  zéro  ;  et 
•près  la  division  par  :i^^,  on  retombe  sur  cette  équation  du 
huitième  degré 

a^  —  i44i2û^*^  +  goaoooû^x'  —  17280000a*  =  o  , 

laquelle  y  sous  rhjrpothèse  x^'=lz^  se  rabaisse  au  quatrième 
degré  ,  et  dtvient 

z^  —  iki\\^a^z*  +  902000^^^  —  172800000*=  o. 

En  remplaçant  z  par  :tt  ^  on  parvient  à  cette  transformée 

/4  —  56o3û4/'  +  1 1 275oâ^^  —  1 080000^*  =  o  , 

dont  les  coefficiens  sont  moindres  que  ceux  de  l'équation  pré- 
cédente; et  on  fera  disparaître  a  en  écrivant  au  au  lieu  de 
/y  ce  qui  donnera  , 

i/»  —  56o3u*  -f-  1 12750U  —  1080000  =  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  réelles  positives ,  «l'une  entre 
25  et  2*4,  et  l'autre  entre  24  et  aS ,  et  deux  racines  réelles, 
négatives  numériquement  égales  à  celles^^  :  donc  l'équation 
en  x  a  quatre  da  ces  racines  imaginaires  ^  et  parmi  les  qucu^^ 
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réelles ,  deux  sont  positives  |  et  deux  autres  négQtîves  et  nu- 
tnériqucTnent  ^ggles  à  celles-là.  Il  s'agit  donc  de  découvrir 
les  deux  racines  féclles  positives ,  ou^  au  nn^ins ,  les  deux 
nombres  entiers  consécutifs  eiit/e  les<]ueis  chacune  de  ceji 
racines  est  comprise.  La  snbstitulioii  j:=oa  dans  T^quation 
du  huitième  degré,  donne  un  résuilat  positif  ,  et  la  substj;^ 
tution  Su  donne  un  résultat  négatif.  Il  existe  donc  une  racine 
rëcJlc  positive  enti^  Sa  et  90,  à  laquelle  répondent  des  or- 
données réelles;   ei  <;omuic  d'ailleurs  de  Su  à  ga,  le  signe  du 

-^  change  ;  il  se  trouve  un  point  d'inflexion  en  A*  entre  H 


4  , 

et/  dont  les  abscisses  sont  Sa  et  loa,  et  conséauemnient  on 
peut  affirmer  Tex  stence  de  tjiiulre  points  d'inflexion  A,  K'  ^ 
'JC'f^ K"\  places  deux  à  deux  symétriquement  par  rapport  à 
chacun  des  axes.  Les  deut  substitutions  5a  et  ta  donnent , 
la  p^niière  ^  un  résultat  positif ,  et  la  seconde  un  résultat 
négatif^  d'où  on  conclut  l'existisnce  d'une  autre  racine  réelle 
positive,  entre  5a  et  6</,  abscisse  à  laquelle  correspondent  deux 
ordonnées  réelles;  mais  pour  reconn;.ilrc  si  cette  abscisse  ré- 
pond  à   un   point   d'inflexion ,  il    faut  eiaminerJe   signe 'du 

d'r 

^.  ■     de  xz=.  5a  à x=i  6a  :  c'est  ce  qiie  nous  laisserons  à  faire, 
djp*  ^ 

Nous  passerons  enfin  au^  points  de  rebrons^ment ,  et  noas 
èonsidéreroQs  la  courbe  de  l'équation  *•' 

Pour  x=o,  on  a  y~o\  l'erigine  t^t  donc  un  point  deltig.  17. 
cette  courbe;  pour  des  abscisses  n<''gafîves  ,  les  ordonnées 
sont  iinap'iiaires  ;  ninis  à  des  abscisses  positives  quelconques 
repondent  deux  ordonnées  réelles.  On  construira  d'abord  la 
ligne  droite  j4N  donnée  par  PN'=.Xj  et  y  à'partir  du  point 
N  et  d«ns  la  dirtction  PNj  on  portera  lei  longueurs ...... 
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NM^=^xJ X ,  iVini=— «y^ap,  elles  points  M tl  m  seront 
à  la  courbt«Pour  U  branche  AM y  on  a 

^'■^  —  j-  •  »  -i-_ 

1^  — +  ï- •     yx    ' 
et  pour  la  branche  Am^ 

Ainsi  la  brandie  supérieure  présente  sa  convexité  à  l'axé  AX^ 
et  la  branche  inférieure  lui  présente  sa  concaTité  ^  le  point 
A  peut  donc  être  un  point  de  rebroussemeni  de  la  première 
espèce.  Pour  s'en  assurer,  on  diffcrentiera  Téquatioa  de  la 
courbe  j  délivrée  de  radicaux  ^  ce  qui  donnera 

dr   _  5x'  +  a(r  — g)   . 
àx  a  (^  —  J?) 

et,  comme  à  un  point  de  rebroussement,  ainsi  qu'à  un  point 

dy 
multiple,  pn.doit.ayoir   -^ —  =  ^y  on  posera 

QX 

3x*  +  2(jr  —  x)z=zo,    jr  —  xz=o', 

.d'ûu  l'on  tire  x  =  o,  ^-c=:o^  valeurs  qui  satisfont  à. la  pnn 
posée.  L'origine  est  donc  un  point  de  rebroussement  j  mais 
en  ce  points 

d*r  1 

dx'         ^»     ■    y^x 

donc  le  rebroussemcnt  est  de  la  première  espèce   (pag.  aga 

et  293  ;. 

La  courbe  représentée  par 

jr*^=x^f    d'oîi  /•  s=  ±  x^  , 
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offre  aussi  un  rebronssenient  de  la  première  espèce  au  point 
^  =  0;  et  on  a  pour  ce  point 

do?»    ~ 

Pour    donner  l>xeinp1e  d*un   rebroussenoent  de  la  seconde  t 
espèce,  prenons  l'équation 

jrs=:.axx  ±  bxx  y/ X. 

Cette  courbe  n'a  pas  de  cours  dans  la  région  des  abscisses  Fi^'.  iS, 
négatives  ^  elle  commence  du  côté  des  abscisses  positives  à 
Torigine.  On  construira  d'abord  PA^=aarx^  et  le  lieu  des 
points  N  sera  une  parabole;  puis  on  portera  an-dessus  et  au- 
dessous  du  point  iV  et  dans  le  prolongement  de  PN ^  les 
longueurs  NM:=  br^  ^x,  et  Nm  =z=  —  ôx*  ^X'^  les  points 
Jkt  tt  m  ainsi  déterminés  j  seront  à  la  courbe*  Pour  la  brandie 
AM  on  a 

«t  pour  la  branche  Am^ 

en  sorte  qu'à  une  petite  distance  du  point  A^  les  deux  courbes 
présentent  en  même  tems  leur,  convexité  à  Taxe  des  abscisses  ,  i 

€t  on  remarqua  que  la  branche  inférieure  aura  un  point  d'in- 
flexion. A  l'abscisse  x:=z  o  ^  correspondent 


d^  J3y 


=ra,    -rS-==»î 


d'où  on  conclut  un  rebroussement  de  la  seconde  espèce  enr 
A  (  pag.  293  et  294  ) ,  et  'il  arrive  en  effet  que  la  tangente  en 
ce  point,  laquelle  est  l'axe  des  âr»  laisse  les  deux  brafcches  au- 
dessus  d'elle. 
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La  courbe  réfolunte  de  Téquation 

aurait  un  point  de  rebrousseincnt  de  la  seconde  espèce  au  poi'n( 
*  X  zzzOp  et  on  trouverait  pour  ce  point 

dr  dv 

>-— =00,     -~^=ûo,  etc. 
dj:  '      i\x^  ' 

On  rritcontre,  dans  la  famille  des  courbes  reprt'sentées  par 
celle  équation  très- simple  , 

des  exemples  de  presque  tous  les  cas  que  nous  venons  dVxa^ 
min  en 

Le  centre  du  cercle  osculaieur ,  tombe  toujours  du  côté  de 
la  concavité;  or  au  point  d'inflexion  ,  il  y  a,  eu  général  ,  chan- 

gement  de  signe  dc^*,  donc  v^^  =zec  ou=  o  ,  cl  r= jj — ^  ■ 

devions  oouao  :  dansle  premier  cas  ^  les  rayons  de  courburo 
passent  de  la  convergence  à  la  divergence,  ou  réciproquement j 
dans  le  second,  ils  diminuent  jusqu'«iu  -point  d'inflexion. 
IMénie  conclusion  au  point  de  rebroussement  de  la  premier© 
c>|>ice.  Mais  dans  les  courbes  qui  offrent  un  rebroussement  de 
la  seconde  espèce  ,  le  [cenlre  de  courbure  restant  toujours  du 
-  même  côté ,  le  rayon  du  cercle  osculaleur  en  ce  point  y  prend 
une  valeur  qui  dépend  de  là  courbure  de  rélénient  commun  aux 
deux  branches. 

Voyez  V analyse  des  Lignes  courbes,  par  Cramer  j  et  le 
chapitre  Jcr^  ^ig  Ja  deuxième  partie  d'uu  excellent  ouvrage  ayant 
pour  litre  :  T/aiiê  élémeniaimk  du  *  Calcul  des  inéquations^ 
par  F.  N.  Canard,  Professeur  de  Mathématiques  iranscen- 
danics  au  l^cée  de  Moulins. 
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CHAPITRE     XX. 

Des   Courbes  polaires. 

» 

I^ovs  commenceroBS  par  rechercher  les  expressions  des  sous- 
tangentes  ,  sous-normales ,  et  les  équations  de  la  tangente  et 
de  la  normale  d'une  coarl>e  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires. ' 

Soit  une  courbe  AS  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  j  r^ 
soient  ^^le   rayon  vecteur  FAI  et   ç  l'angle  qu'il  fait   avec 
Taxe  àt%  Ascissts  :  le  point  F  de  départ  des  rayons  vecteurs 
étant  en  même  tems  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires , 
on  a 

f  =  V'^+jr%  tang.  ?  =-^, 
jr  =#f  sin  9 ,         xz=z  f  cos  f  • 


Ainsi  f  l'équation  de  la  courbe  étant 
«  et  j^  et  9  seront  des  fonctions  de  9  qu«  nous  prendrons 

'    .  dr 

pour   variable  principale^    ^insi  -r- .     rappoiiée  .  à    l'hypo-^ 
thèse   de   x  variable  principale,    doit  être  remplacée  par..,; 


d<p 


/ 


d<p  y' 

-j — -9  d'après  la  relation  {y)  =i;  —-  ;  «n  prenant  cp  au  lieu 
ox  X 


3 13  Lxçoncs 

de  t  (chap.  vil).  Or 

4r        .    ^/ 


d^  =«°^d^  +  /co$<p 


on  aura  donc 


«oas-Ung=^  •^  =  ,sin<. ^ __2y.,^^j 

et 

sou$-nor=  r  "j  -  =  e  «•«>  *  j^ =  PN. .  (») 

sîn  ç  ■         ^  lia  9 

ISous  avons  trouve  celle  équation  de  la  tangente  (pag.  aj5) 

ff  et  ^  étant  -  les  coordonnées  du  point  de  tangencey  q  tl  p 
celles  d*uD  point  quelconque  de  la  tangue  :  on  aura  donc 
aussi 

9  =:=  y  sin  «  ^     P'=Ly  C%%  my 

y  étant  le  nyon  vecteur  pour  l'un  quelconque  des  points 
de  la  tangente ,  et  m  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe  JIX  :   subsii- 

dr 
tuant  CCS  râleurs  et  celles  données  ci-dcssns  de^,  x,  -^  y 

on  aura  l'équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires.  On 
trouverait  de  1^  même  manière  celle  de  la  normale. 

L'angle   c?   que  fait,  le   rayon  vecteur  en  un  point  ^   avec 

l'axe  j4X,  étant  connu  ,  puisque  tmg  9  =  —  ,  si  on  noraoïe  C 


•         I 
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l'angle   TMF  entre    Le   rajou   vecteur  et   la  tangente ,  et  « 

Tangle  <le  la  Ungente  avec  l'axe ,  k  cause  de  tang  *=  -  .^c^j^, 

CUP 

on  a  j 

•    ttngC===tan5  (<p  — a)  =  :2l35Zl; 

mais  lorsque  ^  est  variable  principale  ,  il  faut  remplacer  y' 
par  -î^^ — ?  et  on  trouve  (  chap.  VII) 

tangC=    ^     ■    , — ^7-, 

mais  des  relations  7"  =  /  sinq)^  «  =  /  cos  f ,  on  tire  par  la 
dififcrentiaiion  9 

j''  =  ^'  sin  ^  +  /  cos  ^ ,    je'  =  ^'  cos  ^  —  /  sin  ^ , 

'  •       d 

en  désignant  -— -  par  /'  :  doi^ 

xx'  =  ^)'  cos  »<p  —  p'  sin  ^  cos  9 
jy*  =  pp'  sin  «^  +  p*  sin  (p  cos  ^ 
j'x'  =  pp'  sin   ^  cos  q)  —  p*  sin*  ^ 
x^'  =  pp'  sin    ç  cos  9  4"  f  *^^*'  ?  > 
d'où  on  dédnit 

xx'  +xr'  —  ff',    yx'  —  x/  =  -T  p*  f 

et  coBséquemment 

tan-fn:—     ' 


P' 


Dans  la  figure  3o  ,  on  aurait  i»  =  <p  +  i3 ,  d'où  ^  =  «  —  9  ,  cl  Fig.  5o, 

on  trouverait  ^ 

P 
tang  ^  =  -V- 

f 
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Fig.  09.  Menons  par  F  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  icv-^ 
minée  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  1'  et  A''  ^  on  pourra 
prendre  F'P  pour  la  sous-tangente ,  et  FN'  pour  la  sous- 
oormale.  Or,  le  triangle /^7* il/  rectangle  en  TFM,  donne 

^  FT'=:FMx  tang  i8=  — j —  =  sous-tang 

A. 

FM*  d©  di 

D'ailleurs    FN^  =   ,,,,.■  =  e  =  -7^  =  80us-norm. 

FI'         ^       f'*'         d(p 

On  nomme  spirale  une  courbe  coupée  en  une  iniînilc  de 

points  par   toute  ligne  menée  par  un  point  fixe  ou  pôle.  Les 

^spirales   composent  un   ordre  de   courbes   transctndantes    re- 

^  niarquables  par  leur   forme   et   leur  propriété  j  ces    sortes    de 

courbes  exigent  j  en  quelque  sorte,  l'emploi  des  coordonnées 

polaires.  ^ 

Jîous  considérerons  â'abord  ra  courbe  imaginée  par  Conon 

de  Syracuse  ,  et  qu'on   appelle  spirale   d'Archimède ,  parce 

que  ce  géomètre  en  découvrit  les  principales  propriétés. 

Kg.'3i.      La  Spirale  d^Archîmède  est  engenurée  par  un  point  il/  qui 

se  lucut  sur  le  rayon  AO y  tandis  que  ce  ravon   tourne  lui- 

mâme  autour  du  centre  Ay  de  telle  manière  que ,  dans  des  tems 

égaux ,  les  espaces  parcourus  par  le  point  décrivant  M  sur  le 

rayon  à^artir  àe  A  y  sont  proportion ncis.aux  angles  décrits  par 

le  rayon  ^O  ,  et  comptés  de  sa  première  position  AC ^  ea  sorte 

'^        que  le  point  Aï  étant  arrivé  en  O,  le  rayon  AO  qui  a  décrit 

•  le  cercle,  est  revenu  en  AC  y  et  le  point  M  est  en  C,  Le  point 

décrivant  continuant  à  se  mouvoir  uniformément  sur  le  rayoïi 

m 

indéfiniment  prolongé  y  et  ce  rayon  faisant  en  même  tems  un 
nombre  indéfini  de  révolutions,  la  courbe  AMC  se  prolon- 
gera par  des  circonvolutions  autour  du^oint  A,  La  prôpriélc 
de  cette  courbe  consiste  donc  en  ce  que  la  longueur  AM^  est 
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tu  rayon  AO  ou  AC ,  convoie  l'arc  CO  est  à  \%  circonférence 
^e  AC.  On  a  donc  ^ 

AM  lAOv.  ca:  cir  coqc. 

Soient  ACx=ia  ,  -^Af=ç,  ^  l'angle  rapporté  au  rayon  t 
-entre  le  rayon  vecteur  yiJI/ et  la  ligne  fixe  ^6' 5  a  t  la  circon- 
férence du  royon  1  :  la  proportion  précédente  donnera 

■ 

aT  /  =  4i<p  ;     d'où  f  = ; 

ainsi ^  les  révolutions  successives  du  rayon  AC  donnent  ^  =  «w  , 

4»,  6» ,  de  sorte  que  le  rayon  vecteur  augmente  de  a 

à  cliacjue  révolution. 

Pe  l'éçiualion  ci-dessus  on  lire  par  la  différentiation , 

d^  ut 

donc  la  soua-nomiale  est  constante  pour  tous  les  poînls  de  la 
courbe. 

La  sous-tangente 

•7 

elle  est  donc  égafe  à  la  longueur  de  l'arc  de  cercle  qui  mesure 
l'anj;le  MAC,  ctqui^est  décrit  du  rayon  AM's^i*  Lorsque 
^ï  =  a»,  la  sous-tangente  =:  a»  .û=  la  circonférence  du 
cercle  générateur.  On  se  rappellera  que  la  sous-iangente  Al 
et  la  sous-normale  AN'  sont  comptées  de  A  sur  une  perpen- 
diculaire en  A  au  rayon  vecteur  AM.   On  a  encore 

p  d^ 

tang  AMT*  =  tang  ^  =  -^  =  jf  ~  =  9  J 


C^— (!j>^  =  (pi  =  AT^ 
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ainsi  Tangle  j3  croit  sans  cesse  ;  et  comme  ce  n'est  qu'aprèa  une 
infinité  de  réYolutions  du  rayon  vecteur,  que  ç  devient  inûni  , 
in'ensuit  que  l'angle  droit  est  la  limite  de  fi. 
'    La  spirale  que  nous  venbns  de  considérer ,  n'est  qu'un  cas 
particulier  des  courbes  que  représente  l'équation 

ji  étant  une  constante  :  lorsqu'on  fiât  n  =  —  i  ,  l'équation 
précédente  qui  devient 

représente  la  spiraU  hyperbolique  ainsi  nommée  à  cause  de 
l'analogie  de  son  équation  avec 

F.g.  32.  Pour  concevoir  la  génération  de  cette  conrbe,  soient  me» 
nées  les  droites  FX,  FY  perpendiculaires  entre  elles,  et  soient 
décrits  dS  contre  F  des  arCs  tels  que  PM  égaux  en  lon- 
gueur à  une  ligne  donnée  FD  -=20  :  les  extrémités  M  de 
ees  arcs  ;  sont  à  là  courbe  en  question  dont  on  trouve  Téqua^ 
tion  par   cette  proportion , 

Fgigh  ::  FM  :  MP , 

laquelle  ^  en  posant 

« 

Fg=i^  FM=f^  gh  =  ^'y 
donne  J 

fip'—a,    dou  P  =  -^-  .    . 

On  remarquera  que  le  rayon  de  l'arc  =a  devenant  très- 
petit,  on  est  obligé  de  prendre  des  multiples  de  la  circonfé- 
rence de  ce  rayon ,  et  que  pour  avoir  le  rayon  vecteur  ^ 
correspondant,  il  faut  prendre  pour  9^  les  mêmes  multiples 
de  sa  circonférence.   U  est  clair ,   d'après  cela ,  que  le  point 
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F  tsif  en  quelque  aorte,  un  point  asymptote  de  la  courbe^ 
puisqae  celle-ci  tend  toujours  vers  F  sans  pouvoir  Tatti-indre* 
Lorscpie  le  ra^on  de  Tore  =0,  devient  trcs-grand  ,  l'arc  PM 
tend  à  devenir  parallèle  et  égal  à  FD ,  ce  qui  n'arrive  qu'à 
la  limite  desv  accroisfeuiens  du  rayon  FP.  Ainsi  la  parai* 
Icle   DS  à  FY  est  asymptote  de   la  spirale. 

A  l'effet  de  compter  Tangle  f'    de  l'axe  FXy    nous  rem- 
placerons ç^  par  jv  —  ^1  ^  V    étant  l'angle  droit  ^  et  nous 

aurons 

a 

donc 

FT  ==  sous-t  =  a  ,  tang  ^  =  tang  FMT  =  i  » — ^  =^'. 

l'angle  /S  croit  donc  encore  sans  cesse ,  et  il' a  pour  limit« 
Pangle  droit. 

La  spirale  logariûimique  a  pour  équation 

en  comptant  Tangle  <p  de  l*are  FXtX  au-dessns  et  désignant  FM  Ti^.  53. 
par  f.  Pour  ç  =0 ,  on  a  p=  FR  =  i  r  (p  augmentant  indéfiniment, 
le  rayon  recteur  p  augmente  indéfiniment ,  maïs  en  supposant 
A  >- 1.  Si  l'on  prend  9  négatif ,  c'est*à-dire«  si  l'on  compte  ^ 

de  l'axe  FX  et  an-dessous,  auquel  cas  l'équation  devient 

,  • 

X 

a^ 

on  retrouve  d'abord  ^*=  x  pour  f  =  0,  pui»  Parc  9  Crois- 
sant^ p  diminue ,  et  les  extrémités  de  •  donnent  U  portion  RKF 
de  la  logarithmique  qui  n'atteint  le  poini  F  que  pour  9  =;  qq^ 
On  troure 

sous- tang  =  FT  =  ^,      H^fiT  ?=  TT' 
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Si  l'on  prend  pour  a  la  base  des  logarithmes  ncpënen»^ 
la  sous-tangente  est  égale  au  rayon  vecteur,  et  l'angle  FAIT' 
est  constamment  égal  à  5o^. 

Le  nom  de  c^tte  courbe  lui  vient  de  ce  que  le  logarîtbnie 
du  rayon  vecteur  est  égal ,  ou  plutôt  proportionnel  à  l'arc 
ç  qu'il  fait  avec  une  droite  fixe.  Il  faut  encore  distinguer  entre 
la  spirale  lo^arUhmique  et  la  courbe  logarithmique  4{ue  nous 
considérerons  bientôt. 

La  spirale  parabolique  a  ^  pour  équaUon 

^  =  a  ±  V^p(p  5 

de  sorte  que  la  différence  f  —  a  est  moyenne  proportionnelle 
entre  la  ligne  donnée  p  et  Tare  variable  q)  du  rayon  vec- 
teur avec  une  droite  fixe.  On  trouvera  facilement  la  forme 
de  cette  courbe. 
Fig-  ^«  Nous  appliquerons  ces  formules  à  la  courbe  trisectrice  ^ .  •  • 
AKCGFLICA  j  ainsi  nommée ,  parce  qu'elle  jouit  de  cette 
propriété  que  si  de  A  on  mène  un  rayon  à  un  point  quel- 
conque M  de  la  circonférence. qui  a  son  centre  en  C  et  pour 
rayon  CA  -,  -et  si  par  le  centre  Cet  le  point  K  oii  le  pre- 
mier rayon  coupe  la  courbe,  on  mène  la  droite  CKntj  Tare 
Am  est  le  tiers  de  Tare  AmM»    Cette  courbe  donne  la  tri- 

« 

section  des  angles  de.  o.  à  trois  circonférences. 

Si  de  l'extrémité  A  du  rayon  CA  ,  comme  centre  ,  avec 
ce  rayon  on  décrit  une  circonfcrepce  CRNC  j  si  Ton  mène 
CR ,  et  qu'on  'prenne  sur  celte  droite  RL  =  RK  =  CA  | 
les  joints  L  ti  K  seront  à  la  trisectrice.  On  a  donc 

CRz=iCL  —  Ln:^CK+KRi 

mais  le  triangle  isocèle  RAC  donne 

CR  ;  sin  RAC  y.  AC:sin(p, 
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^  étant  l'angle  RGA)  orsin  Rj4C=  sin  2(p  ^  donc  pour  CA^=i  i , 

5111  9^  s 

CRzzz =  2  cos  <p  :  si  donc  on  désigne  CL  et   C/t 

sin  <p 

par  ^  ^  on  aura  cette   équation  de  la  trisectricc  ^ 

2  ces  9  =  p  —  i^p  +  i,     ou  2  cos  ^  =  ^  i;  i  ^ 

c'est-à-dire  ^ 

p  =  a  cos  ^  ±  I , 

en  observant  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  à  la  portion 

CIFGC ,  et  le  signe  inférieur  à  la  petite  feuille.  CAT-^^C  Pour 

.<ps;50,ona  p=33etfp=i,  c'est-à-dire ,  les  longueurs  CF, 

m 

CA  :  à  9=  loo*'  ^  correspondent  p=  CH-=.  i ,  p=  Chzsz^^  i. 
L'expression  générale  de  la  sous-ta:igente^  savoir  : 

*»  d^ 

sous-tan  g  =  <— > 


d^      ' 
devient 

(a  cos  9  ±:  i)» 
sous-tang  =  «f-  -i- 


2  sin  9 

Four  loo''  y  c'esl-à-<iire  ,  aux  points,  //et  /i  ^  cette  sous- tan- 
gente est  5  ,  longueur  qu'il  faut  porter  de  C  en   T. 
La  formule  générale  de  îa  sous-normale  y  c'est«à-dire, 

sous-norm  =  —  — ^ —  > 

d(p 

> 

devient  pour  la  trisectrice^  et  pour  <p  =  xoo' 

sous-norifi  =•— 2sinç  =r=--2 

ninsi  la  sous-normale  en   H  et  h  ^  est  égale  au   diamètre  du 
cercle. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trisectrice  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires ,  on  obscr^'^era  que  de 

.   j-  =  P  sin  9  ,     X  =  p  cos  9, 


/ 
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on  tire  • 

reportant  ces  valeurs  de  f  et  de  ces  ç  dans  l'é(juation  po- 
laire ^  faisant  disparaître  )e  radical  ^  et  réduisant ,  on  trou- 
vera pour  équation  aux  coordonnées  rectangulaires  , 

j4  +  ( a«*  —  4x  —  I )  y*  +  jc»  (x»  —  4x  +  3)      =  o 

ou 

j^  +  {iix^^4x—i)y-  +  x'  (X  —3)  {x—i)==o, 

équation  du  quatrième  degré  résoluble  à  la  manière  de  celles 
du  second,  parce  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  Taxe  des  abscisses   (^). 

■       * 

« 

Passons  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
polaires.  A  cet  effet ,  reprenons  les  valeurs  données  (pag.  3ii, 
3ia),   c'est-à-dire, 

y       p  sin  ^ ,    jr=  p  cos  ^ 
q  z=  y  sin  tu  p  p  =  y  cos  « , 

pour  les  x^orter  dans  les  équations  de  la  courbe  et  du  cercle: 
celle-ci  deviendra 

(ysin*  —  i)*  =  r*  —  (y  cos  0  —  a)* , 

mais ,  pour  le  point  commun,  on  a  f=j^  et  p  z=  x  ^  donc 
y  =  £,   «  =  <p ,  et 


{*)  Foy,  mes  Réciproques  ,  et  Fouvrai^e  ayant  pour  tiU'e  :  Trisection  de 
tangle,  par  L.-P.-V.  Azemar  ,  suivie  de  iiecherchtt  analyticfues  sur  le 
même  sujet,  par  J.-G.  Gamicr,  ancien  proftMcur  à  i'École  Polytechnique, 
et  instilutcur  à  Paiû. 
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I 

»  I 

(psiaç  —  ô)'  =  r*  —  {f  cos  ^  —  a)»  5... .(i) 

différentiaot  deux    fois  ,  en  regardanl  f  comme  fonction  de 

^  ,    on  formera  les  deux  autres  équations  de  condition  ana- 

,     ày         d  jFx)        dy         d-  (Fx) 
loguesa-L=___,    _.=___   (pag.  aa4),    , 

lesquelles  seront 


( 


{ f sîn  (^  —  b)ffcos^  +  sin  9  -^ j  = 
f  cofl  9— â)  f  f  sin  9—  oos  9  "p- )•••(*) 


dp  Y  /  ^f    .    .        d>\ 

cos  <p  +  sin  ^-p  1  +  (f  sin  9  —  b]{ — p sin 9 -|- 2  cos 9. --r — }-sin9---^  j 

dp  V      ^  X  /  d*  d'«  \ 

sxii:p— co$^-T^J  +  (pcos9  — fl)-l  pcos9  -fasinf  -^^ — cos9-^-^J.(3) 


Posons,  pour  abréger, 

m  =  p  sin  9  —  ^ 
m'  =  p  cos  f  —  a 
l   s=  p  sm  9  —  cos  9  — p- 

.  d« 

r  =  f  cos  9  i]-  sin  9  -r- 

dp  d*p 

n  =  -^  p  sin  9  -J~  3  ^^*  f  j"  +  *^°  ^  T"^ 

C19  09* 


n'  =  p  cos  9  +  2Sin  9  -^ cos  9  -j-^-^ 


dp  d^ 

--p cos  9  -T- 

d9  d9' 

et  les  équations  (1),  (2),  (3)  transformées  d'après  ces  'abré- 
vi^ions  •  deviendront 

TW*  +  m'»  =  r» 
ml'  =m'l  : 
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Evaluons  m  et  m'  au  moyen  des  deux  dernières  équations  , 
et  nous  trouverons 

_, ,_  i' (i'^ - f  )     „__£(£l±±L. 

^  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  première  équation  ^>don* 

nera 


et  en  remplaçant  l^  l',n  ^  n' ,  par  les  quantités  que  ces  lettres 
t^présentent ,  il  vient,  après* les  réductions^  cette  formule  du 
rayon  da  courbure  j  savoir  : 


{"<^y} 


On  parvient  plus  simplement  à  cette  expression  du  rayon 
de  courbure ,  en  tirant  de  ces  deux  relations    * 

les  coefHciens  différentiels 

dy  d#     . 

dx  àp 

=  —  ^  sia  (p  4-      -TT  cos  9  :f=  ^ 


d<p  '^  '        éf 

d*r  '  di  d*i 

^  =  -  Min  ?  +  a -jj:  cos  9  + -ï^r  «»  *  =  J'' 
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et  les  subslitnaot  dans  cette  transfonnée , 


.^ 


I 


du  rayon  de  courbure  r  = j 9    sous  l'hypothèse 

de  X  et  r  fonctions  d'une  troisième  variable  ^. 
Pour  la  trisectrice  représentée  par  Téquation 

p  =  a  cos  f»  ±:  I  » 

OQ  a  -r—  =  —  2  sin  9 ,  •-—  = — acos  <p ,  et  consequemment  jw,  jz^ 

(  5  ±1 4  cos  9)* 
9  2:  6  0019 

Dans  rhypothèse  9s=0;  cette  formule  donne  pour  le  signe 
supérieur,  r=|,  et  pour  le  signe  infêneur,  r=:^.  Si  du  point 
F  au<|uel  se  rapporte  le  rajon  de  courbure  r.=  |f  on  prend 

sur  Fi2  nue  longueur  FO  =  J  =  i  +  | ,  on  aura 

CO  =5—  f  =  f .  Si  i^'  est  un  arc  du  cercle  osculaleur  en  JP, 
et  qu'on  mène  fe  rajrou  O^qui  rencontre  la  trisectrice  en  ^^ 
on  trouve  que,  pour  un  angle  9  =  6o<*  dans  l'ancienne  di- 
vision j  la  divergence  ^  est  de  ihoins  de  o,o3  du  rayon  CA, 
(  Voyez  Vouvrage  cité  ci -dessus.  ) 

Cherchons  maintenant  la  projection  du  r^yon  de  courbure  p-     ^ 
sur  le  rayon  vecteur ,  ou  le  sous- rayon  de  courbure  que  nous 
nommerons  f* 

C  étant  le  centre  du  cercle  oscolateur  en  M  ^  on  a  CM'=z  r  \ 
la  projection  de  r  sur  le  rayon  vecteur  MF  ^  est  la  ligne  MMf 
déterminée  par  la  perpendiculai^  menée  de  C  sur  MF»  Nous 
désignerons  MM'  par  r'.  On  a 

r'  :  r  :  :  cos  M'MC  :  I ,    d'où    t'^^zizr  cos  M'MC) 


i 


3a4  Lbçows 

or,  cos  JI/'Are=  sin  TMF^  et  dans  le  triangle  TMPtom^ 
par  le  rajon  vecteur  MF  ^  la  sous-tangente  FT^^  et  la  portioa 
MT^  de  la  tangente  en  M,  on  a 

muTMF:cosTMF\iFT\MFi:^.-  •$-:#; 

donc 

d9 

lin  r  AfF= ^^ 


y-^'-m  vw^^ 


et  consëquemment 


/'  = 


Reprenons  Téquation  de  la  spirale  logarilhmî(jue  (pag.  Zij), 
savoir  : 


,=«•. 


Fig-  ^'  on  en  déduit  cette  expression  de  la  normale  • 


«Ar=|/--  +  (^)'=,»'Tqn?r 


OÙ  n  ==  /a  ;   tqtài  -^  s=  n  -L  ;  donc  on  a  pour  iVxpres-' 
tion  du  rajon  de  courbure , 
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la  même  qao  celle  de  la  normale.  On  a  encore  dans  les  deux 
triangles  rectangles  FMN  ,  FMT , 

tin  A^  =  '  ^sîn  TMF  =      .     ^ 

K  1  +  /!•  y  i  +  n*       , 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  angles  FMI ,  FNM ^  sont 
égaux  :  qu'ainsi  la  courbe  FHN  est  telle  aussi  i®.  que  l'angle 
formé  par  ,sa  tangente  et  le  rayon  vecteur ,  est  constant  ) 
a®,  qu'il  est  le  même  que  celui  qui  a  lieu  entre  le  rajon  vecteur 
de  la  développante  et  la  tangente  :  d'où  on  conclut  que  la 
développée  est  la  même  courbe  que  la  développante^  mais 
dans  une   situation  contraire. 

Jacques  Bemoulli  est  le  premier  qui  ait  considéré  cette 
courbe;  et  qui  ait  découvert  la  belle  propriété  dont  nous  ve- 
nons de  parler  j  ainsi  que  plusieurs  autres  non  moins  curieuses* 
n  aurait  désiré,  si  cet  nsage  avait  encore  lieu^  qu'on  gravât 
une  spirale  logarithmique  sur  son  tombeau  |  comme  autrefois 
on  grava  sur  celui  d^jirchimêde  une  sphère  inscrite  an  cj^ 
lindre. 

Cherchons    maintenant  le    coefficient  différentiel   de    l'aire  -p^a,  5^. 
d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires  /  et  9  :  la 
surface  en  question  est  comprise  entre  le  rajon  vecteur /T^^ 
l'axe  fixe  FAX  ^   et  i'arc   dé  courbe  AM. 

•     Nous  avons  vu  (chap.  XVII  ),  que  e  rej^résentant  l'aire  APM 
d'une  courbe  rapportée  à  des  Coordonnées  rectangulaires^  on 


avait 

A.Fx    _  de 
*  dx  dx 


jri 


lirais  l'espace  FA  M  qne  nous  considérons ,  et  qne  nous  dé- 
signerons par  E j  €51=209^— «y  l'origine  des  coordonnées 
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Xj  y  étant  en  F^  On  a  donc  ^  en  ohsenrant  que  E  est  une 

fonction  de  la  variable  x  qui  dépend  de  9 , 

d(^    ""^\      d9"*^-^^y~  4x    17' 

dou,  a  cause  de  -r —  !=y, 
'  di:        -^  ' 

dJS:    _      /     d^^ dj:\ 

"dï         •  V   d^       -^    d<py 

Or.  de  ces  relations 

jr  :;=  ^  sin  9  y    :r  c=  f  cos  f  ^ 


on  déduit 


donc 


dr  dfi      . 

-p-  =        p  cos  q)  +  -j—  sin  ç 
d^  a<pi 

èx  t      ^f  ^ 

_=-^sin(p+_cos9 


'dr  d*  I 

X  -~-  =       •*  cos*  ^  +  f  -?-  sm  ^  cos  9  I 

cl(p  d^ 

y  -^  =  —  f  sin»  (p  +  p  —  sin  (p  cos  (p, 


et  cooiéqaemment^ 


1 

résultat  indépendfpft  de  9  ,41  c'est-à-dire  y  de  h  position  de 
Paie  FX  *y  il  esl  visible  d'ailleurs  que. la  surface  varie  par  p« 
On  déduit  de  l'expression  ci-dessus  ; 

intégration  qa*on  effectuera  ,  après  avoir  remplacé  f*  par  sa 
valeur  en  <p  tirée  de  l'équation  d^  U  courbe. 
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Pour  tradaîre  aussi  en  coordonnëes  polaires  ^  la  formule  pour 
la  rectification  (cflap.  XVII ,  pag.  a63  ) 


è=K.+(*y, 


dx         ^  \dx  J 

on  aura 


^=K(0+(0=K"-(f)" 

•  ■ 

Daps  la  spirale  d'Archimède  (pag.  3i5)^  dont  l'équi^tion  est       Fig.  5i« 
on  trouve  , 

C*  désignant  la  constante.  Si  on  veut  avoir  Taire  corres^ 
pondante  à  une  révolution  du  rajon  vecteur^  c'est-à-dire  y 
l'intégrale  de  q)  =  o  à  9  r=  2^  ^  on  déterminera  la  constante 
C  de  manière  que  l'aire   E  soit  nulle  pour  9  =  0  ou   pour 

^=0,  condition  qui  donne  C=  o^  puis  dans  ^=-r — ^^ 

on  fera  ^  =  û  ,  ce  qui  donnera  E  =  — r —  y  tiers  du  cercle 
dent  le  rajon  =a. 

Pour  k  spirale  logarithmique  (  pag.  5 17)  qui  a  poar  équatioM  f  ^g.  35. 

/  indiquant  le  logarilhme  népérion^  on  trouve 

C  étant  la  consftnte.  Si  l'arc  commencé  au  pâle^  on  a  ^  en 
niériie  tems^  1^=0,  ^=0^  ainsi,  quoique  la. courbe  n'at^ 
teigne  son  pôle.qu'aprés  un  nombre  infini  de  révolutions ,  Parc  s 
est  fini  et  égal  à  la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rajron 
vecteur  f  qui  aboutit  à  son  autre  extrémité* 

Mous  allons  exposer  la  génération  p   et  donner  laa    éqaa« 


( 
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tions  de  quelques  autres  courbes  auxquelles  on  pourra  appli* 
quer  toutes  les  méthodes  exposées  jusqu'ici. 
Fig.  38.  Par  un  point  fixe  B  y  menons  une  ligne  BQM  qui  coupe 
en  C  une  droite  donnée  ..diX-,  puis  prenons  CM=  CQ  = 
une  droite  donnée  :  la  suite  des  points  M  et  Q  forme  une 
courbe  nommée  conchoïde^   et  trouvée  par  Nicomcde. 

La  conchoïde  résulte  donc  de  l'intersection  eontinuelie  <ie 
la  droite  BM  ^  tournant  autour  de  B  y  par  un  cercle  MEQ 
d'un  rayon  constant ,  qu'on  fait  glisser  le  long  de  AX^  de 
manière  que  son  centre  soit  toujours  à  l'intersection  de  ^JC 
et  de  BM.  Prenons  AX,  BY  pour  axes  rectangulaires  :  soient 

■ 

j4C  =  êty  AB:=ib,   CM=CQ=za'y  soit  A  la  tangente  de 
'     l'angle  MCX  :  les  équations  de  la  droite  BM  et  du  cercle  ^ 
seront 

mais  pour  ^  =  Oy  l'équation  de  la  droite  donne  ozzzAa —  6  ^ 
à  cause  de  AC  =  a  :  en  effet  ^  la  distance  du  point  Cau  point  A 
augmentant  indéfiniment ,  les  longueurs  C4p  ^  Cp'  déterminées 
par  les  perpendiculaires  Mp  ,  Qp'  diminuent  continuellement  et 
in(léfiniment  jusqu'à  zéro  ;  en  sorte  que  les  abscisses  Ap , 
Ap'  ont  pour  limite  AC  =  a  ^  si  donc  on  élimine  u  tt  A  entre 
ces  trois  équations  ^  on  trouvera  pour  cette  de  la  conchoïde. 

Cette  courbe  est  donc  formée  de  deux  branches  qui  s'étendent 
l'une  au-dessus ,  l'autre  au-uessous  de  l'axe  ,AX  qui  leur  sert 
d'asymptote  :  sa  plus  grande  largeur  Diy  correspond  à  BM 
perpendiculaice  à  AX.  Si  AB  est  ^  a  ^  il  y  aura  un  nœud 
BmD'n  qui,  pour  ABx=ia,  se  changera  en  un  point  de 
rebroussement. 
Tig.  3g.  Soient  le  cercle  AFB  donné ,  et  sa  tangente  BD  :  si  après 
avoir   mené  de  l'extrcrnité  A  du  diamètre   AB;=2a\    Tes 
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droites   AD  aax  .divers  points  de  la   tangente,   on  prend.... Fi{.  Sg. 
jîM^=iFD  ^  la  suite  des  points  M  Ètralti  cissoîde  de  Diodes. 
On  s'est  servi  aatrefois  de  cette  courbe  ^  ainsi  que  de  la  co7^- 
clioïde  ;  pour  résoudre  le  problème  de  la  duplication  du  cube. 

La  ciswîde  résulte  donc  de  l'intersection  continuelle  d'une 
droite  AD  mobile  autour  de  A,  par  un  cercle  dont  le  centre 
est  tnA^  et  dont  le  rayon  AM  ==  R  est  toujours  égal  à  F/7. 

Les  équations  de  la  droite  AD  et  du  cercle  dont  noui 
venons  de  parler,  sont 

{i)....y  =  Ax^    /*+ar»  =  B»  ....  (a)5 
or^  l'équation  dp  cercle  AFB  étant 

pour  l'origine  A  f  on  trouve  ^  pour  l'abscisse  AE  de  Pinter- 
section  de  la  droite  avec  ce  cercle  , 

^^  =  — j—^ry     à'ou  EB=: — ,    .    ; 

1  -^  A*  1  +  ^* 

mais 

AP:=:2RcosMAP=  ^ 


ainsi,  AM=FD^  ou  AP  =  EB  donne 

R  \/i  +  -4'  =  M  A*. 
Éliminant  A    et  ^  à  l'aide   des   équations   (1)   et  (a),  on 


trouve 


ar' 


4-  ay*  =  2ay^ ,     d'oii  y*  ==  ■■       — 


~9 


équation  de  la  cissmde.  Ainsi  i*.  Tabsciwe  a:  =  -^P  ne  peut 
être  plus  grande  que  aa,  ni  négative^  d'où  .il  résuite  que  la 
courbe  est  renfermée,  entre' les  deux  parallèles  AY  ti  BD  \ 
a**.  la  courbe  est  symétrique  de  •  part  et  d'autre  de.  Taxe  AX-^ 
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5^.  elle  passe  par  Fongîne  A  qui  est  un  point  de  rebroos- 
s^nent;  4*.  ar=:a  donne  y:=i'±::a^  ordonnées  des  points 
H  et  H'  y  dans  lesquels  la  cissoïde  coupe  la  circonférence 
directrice  et  partage  ceMe-ci  en' quatre  parties  égales  ;  5**.  ;r=2£K 
donne  y  =  oo  :   ainsi  la  tangente  B  est  une  asymptote. 

La  courbe  ÔBM*  ,S,  dont  le»  abscisses  APy  j4P\*.  croissent 
par  des  différences  égales  ^  quand   les   ordonnées  côrrespon— 
Fig.  4o»^ntes  PM ,  P*M\, . .  forment  une  suite  par  quotiens  égaux  , 
est  nommée  logarithmique.  Son  équation  est 

x  =  log.y,     on^  =  a'; 

a  étant  la  base.  On  voit  i*.  que  la  courbe  n'a  qu'une  seule 
branche  qui  est  infinie  de  part  et  d'autre  de  l'axe  AY)  a^.  l'or- 
donnée j4By  à  Torigine,  est  ===  i^  5**.  ai  l'on  prend 

Ap  =  AB-=z  I  ,  on  a  pm  =  a  =  la  base  ;,  4^.  si  'a  est  ^  i  , 
)a  partie  ^5  de  la  courbe  du  côté  des  absdsses  positives, 
s'éloigne  sans  cesse  de  l'axe  AX  j  tandis  qu'à  la  gauche  de 
AB  y  la  courbe  s'approche  de  AX' ,  en  sorte  que  V  -^e  des 
absci&ses  lui  sert  d'asymptote.  Le  contraire  a  lieu  pouf  a  ^i. 
Les  différentes  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées  entre 
elles  par  la  base  a» 

La  courbe  des  sinus>  qu'on  peut  appeler  wiRiOfeA?}' a  pour 
équation 

y  =  sin  X, 

Ainsi  chaque  abscisse  est  un  arc  recti(îé  du  cercle  du  rayon 
rig-  4i'r,  arc  dont  le  sinus  est  y.  L'arc  devenaiit  o  ,  «r,  2«-r*.., 
!c  sinus  est  nul.  Ainsi,  à  partir  de  Torîgine  A^  et  de 
part  et  d'autre,  AR  =  ilR'...  ±=  -<<r  =  Af .**  =  tt, 
les  points  A  y  R^  -R'...  r,  rN..  seront  les  interseclioTis  dé 
la  courbe  avtc  l'axe  AX,  L'arc  Croissant  depuis  zéro  jus- 
qu'à i'ïïr:=zAP,  le  «iilui  croft  jusqu'à-  PM^rzr^  maïs  x 
continuant  à  croître ,  âr  dimimxe.  *  ïx>rsqac  i?  eH  >  »r ,  ie 
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slnps  devient  négatif  ^  et  toutes  les-  oodulatioiis  sont  sym^ 
triques. 

Passons  à  hçuadrairice^de  Dinosirate  j  courbe  ainsi  nommée  ^ 
parce  que  ce  géomètre  de  l'école  de  Platon,  Tinrenta  à  l'oc-* 
casion  de  la  quadrature  du   cercle, 

AjAni  trac^  deux  axes  AX,  Ar^^k  angle  droit  y  si  l'onpig.  4a*' 
suppose  que  Tordonnée  PM  se  meuve  parallèlement  à  l'axe 
Ay^  tandis  que  AM  tourne .  autour  dt  A  y  de  manière  que 
Teapace  CP  parçoMru  a  partir  du  point  C  f  sur  la  ligne  CA- 
^onnée^  soit  toujours  à  Tare  âb  ,  dans  le  rapport  de  CA  à 
ac ,  en  sorte  que  PM  et  AM  se  confondent  en  même  tems 
avec  AYf  la  suite  des  points  M  sera  la  quadratrice. 

Soient  ACs^Uy  06  3=9,  APszm}  les  éqiiattoiis  de  AM 
et  PM  sont 


1 

mais  oe  a 

CP 

jr  =  X  ta»f.  If, 

• 

=»  —  ,      d'ott    • 

ac 

X  =  a  y 

<P 

CA  ' 

a 

^* 

I 

9  étant  la  demi-circonférence  ^  et  l'arc  9  étant  décrit  d'un  rajron 
s=:  1.  Éliminant  «  et  9^  il  vient,  pour  l'équation  de  la  courbe ^ 

{îT   fa  —  x)  ) 
-= Z "p 

c'est-à-dire , 


lang 


•(^) 


Donc  !•.  jrc=o,  donne  ^'ssf  dont  on  cherchera  la  valeur 
vraie,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (  chap.  X);  a^  la  courbe  est 
aymétnqae  de  part  pt  d'autre  de  l'axe  AV',  3".  ±ix  >a  rendent 
l'ordonnée  j  négative  j  4*.  it:  a:  =  a  donnent  j^  =;  o;. . . .  . 
5**.  db  ^  =  >M  correspondent  aux  asymptotes  QN,  Q'N^» 
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A  l'occasion  de  la  cycloide ,  les  géomètres  ont  considéré  cme 

Fig.  -43.  autre  courbe  qu'ils  ont  appelée  sa  compagne  ^  ou  la  TrochoTde  , 

dont  la  propriété  est  telle  que   le  cercle  A  MB  H  parcourant 

la  droite   OS  par  un  mouvement  de  translation ,   et  tournant 

en  même  tenu  autour  de  son  centre^  on  ait  la  propriété 

OB  :  AME  ::NP  :  arc  A  M. 

Supposant  donc    OS  =  ^ ,    la  circonférence  AAfBH^zc  , 
l'arc  AM  =  5  ^  NP  s=J^i  on  a  pour  l'équation  de  la  trochoïde 

bs 

y—  -r- 


Taylor  a  démontré  le  premier  qu'une  corde  vibrante  tendue 
par  un  poids  et  détournée  un  peu  de  sa  position  inib'ale , 
doit  former  une  trochoïde  très-alongée^  pour  que  tous  sts  pointa 
arrivent  en  même  tems  à  l'axe. 

On  a  distingué  trois  espèces  de  trochoïde^  ainsi  que  trois 
espèces  de  cjcloïde  \  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus 
grands  détails  à  cet  égard. 
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CHAPITRE    XXL 

Cubature  des  volumes  de  réi^olution  ;  mesure  de 
leurs  surfaces.  De  VAire  du  Cylindre  droit ,  ^ 
comprise  entre  un  arc  d'une  courbe  à  double 
courbure  j  sa  projection  horisontale  et  les  deiix 
ordonnées  verticales  extrêmes.  Rectification  des 
Courbes  à  double  courbures 

Les  courbes  planes  appartiennent  à  la  gëomëtrie  de  deox 
dimensions^  et  ne  dépendent^  par  conséquent,  que  de  deux 
coordonnées.  Les  courbes  à  double  courbure ,  c'est-à-dire , 
celles  qui  ne  sont  pas  contenues  dans  un  plau  y  ou  qui  ne 
peuvent  être  tracées  que  sur  la  surface  des  corps  solides  y 
appartiennent  à  la  géométrie  de  trois  dimensions  ;  aussi  dé- 
pendent-elles de  trois  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles  ^ 
dont  deux  sont  fonctions  de  la  troisième.  Ces  courbes  sont 
définies  par  deux  projections  sur  deux  des  trois  plans  rectan- 
gulaires y  parce  qu'en  effet,  si  on  conçoit  deux  cjrlindres,  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  de  ces  deux  projections, 
et  ajant  pour  bases  ces  projections  elles-mêmes,  l'intersectioti 
de  ces  surfaces  cylindriques  sera  la  courbe  à  double  courbure. 

Les  sur&ces  courbes  se  déterminent  aussi  par  trois  coor* 
données  rectangulaires  ;  comme  les  lignes  à  double  courbure  ; 
mais  avec  cette  différence  que  y  pour  les  surfaces ,  deux  dea 
coordonnées  sont  indépendantes  entre  elles  y  et  la  troisième 
est  fonction  de  ces  deux  ;  de  sorte  qu'une  surface  est  repré- 
sentée par  une  seule  équation   entre  ces  trois  coordonnées  ^ 
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ainsi,  les  deux  équations  qui  expriment  une  courbe  à  double 
covrbare,  représentent ,  chacune  en  particulier,  une  surface 
courbe  cylindrique I  perpendiculaire  au  plan  de  la  base^  et  dont 
on  sait  que  l'équation  est  celle  de  la  base ,  et  la  courbe  repré- 
sentée par  le  système  de  ces  deux  équations,  est  formée  par 
rintersection  de  ces  deux  surfaces. 

La  théorie  des  surfaces  dépend  donc  de  l'analyse  des  fonc* 
lions  de  deux  variables,  et  peut  être  traitée  comme  la  théorie 
des  conrbes  et  par  les  mêmes  principes, 

■ 

1*.  Cubaiure  des  volumes  de  révolitiion» 

On  propose  do  trouver  l'expression  du  volume  engendré  par 
la  révolution  de  Paire  APM  autour  de  l*axe  des  abscisses , 
volume  qui  est  aussi  une  fonction  de  x ,  puisqu'il  croit  et 
décroit  avec  cette  abscisse. 

Tig.  44*  ^^  ^'^^  désigne  par  Fx  le  volume  du  solide  engendré 
par  l'aire  APM ^  la  différence  /^  (a:  +  i  )  —  Fx  ei^primera 
celui  qui  résulte  de  Taire  PP'M'M ,  ou  qui  est  compris  entre 
les  deux  cercles  parallèles  décrits  par  les  ordonnées  PM^ 
P'M'j  et  la  surface  décrite  par  l'arc  MM'  )  ce  dernier  volume 
sera  nécessairement  intermédiaire  entre  les  deux  volumes  cylin- 
driques engendrés  par  les  rectangles  PP'mM  ^  PP'M'm'^  vo- 
lumes exprimés  par  ity'^i  et  -g  {j  ^h)*L ,  ou  par  %  {fxyi  et 
^f{x-\-i  )*s,  'en  prenant  la  quantité  1'=::  PP'  aussi  petite  qu'on 
voi/dra  )  d'oii  l'on  conclura  ,  comme^on  l'a  ïmi  (  chap.  XYII}  » 

A(Fx\ 
— - — i-=  »(/r)»  =  sry*    et    dFjc  =  iry*dx, 

t 

et ,  en  désignant  par  F  le  volame  engendré  par  Taire  jéPM, 

m 

d  f' =î  5rjr»  do:  .   .    .  .(1) 
On  aura  donc  le  volume  F  en  prenant  la  fonction  primitive 
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jde    ityàx,  et  la  coiupleUant  par  une  constante   arbitraire. 
Ainsi  y=.f,y'ix+C,  ... 

9  étant  la  circonfëtence  du  cercle  dont  le  diamètre  =  i. 

2*.  Des  Surfaces  de  révolution. 

Si  l'on  imagine  que  la  courbe  proposée  tournant  autour  de  Fig.  44< 
Taie  des  abscisses  ^  engendre  ub  conoïde ,  il  est  visible  que 

les  deux-ordonnëesyj:,y(:r -f- 0)  décriront  en  même  tems 
deux  cercles  dont  ces  ordonnées  seront  les  rajons,  que  Tare  ^ 
de  courbe  MM'  décrira  une  z6ne  conoidique ,  et  que  les  deux 
tangentes  A//,  M'i'  décriront  des  zÔnes  coniques  entre  lesquelles 
la  zone  copoïdiqnc  sera  nécessairement  renfermée.  Or,  on  sait, 
par  la  géométrie  ^  que  la  surface  convexe  d'un  c^ne  tronqué ,  est 
égale  à  son  pâté  multiplié  par  la  deiui- somme  des  circonfé- 
rences de  ses  deux  bases  \  donc ,  si  l'on  désigne,  encore  pai*  m  la 
circonférence  du  cercle  dont  le  diamètre  =  i ,  et  si  l'on  pose 

«  <pjc  =  Y     i'+  f     '     ■  )  ^  la  surface  de  la  zone  conique  décrite 

*i       ■                                                         f  ^          *'    d{/a:)>'   ' 
par  la  tangente  i^x^=.Mt,  sera  2i9a;.»</xH jr >» 

en  observant  que  les  rayons  PM  et  P' i  sont>  le  prepiicr/», 

et  le  second  /*  +  m/  =  /jc  -f-  i  — j     *  \  et  la  surface  èSt 

dx 

Tautre  zone  décriJe  par  la  tangente  M'tf  =  i^  (x  -f-  i),  sera 

at(p(x  +  0<><y(^  +  O  — Y  àx    }'    parce  que 

le   rajon  P'M'  esty*(a?4-  O;  ^^  ^"^  '^  rayon 

Pif  =  Pm'  —  tfnV  =J\x  +i)  —  i      ^^f  "^    ■  -  Si  donc  on 

désigne  par  «  «  la  fonction  de  l'abscisse  x  qui  exprime  la  sur* 
iskct  du  conoïde  décrite  par  AM ,  il  est  clair  que  la  zone 
conoïde  engendrée  par  IVc  MM'^  sera  exprimée  par  la  difTér 


# 
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rencc  <»(x+  i) —  4>Jr,  tet  que  cette  difFërencc  isera  renfermée 

en  Ire  les  deux  quantités  s  isr^a:  }/x-\ ^     ■>  et ,  .  . 

ai»<p(a:+i)//(a:  +  z) :^--g >,  en  donnant  à 

i  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra;  ainsi,  en 
posant  l'inégalité  qui  résulte  de  la  condition  qu*ôn  vient  d'ex-> 
primer ,  en  y  iptroduisant  les  termes  limites  (  chap.  XI  )  , 
éi  divisant  par  i  ^  on  conclura  de  la  même  manière  qu'aa 
chap.  XVIÏ  ,  que  l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  ,  quelque 
petit  que  soit  i ,  à  moins  que 

Ainsi,  en  désignant  par  S  la  surface  décrite  par  ÀM^  on  aura 

on  obtiendi^  la  surface  du  conoïde  en  prenant  la  fonction 

■  y/         /  d  (  fx)  \  « 
primitive  absolue  de  2  nàxfx  y     i  +  (  — 3 )  'Ou  de  .  . 

UftyAx  Y  1  -f-  f-r-' )  >  c^  ^  complettant  par  une  constante 
arbitraire^  ce  qui  donnera 


On  substitueia  dans  cette  fon^ule  et  dans  la  précédente  pour 

dy 
y  et  -—  y  leurs  valeurs  en  fonctiotns  de  x  ^  déduites  de  Téqua- 

tiôn  de  la  courbe  qu'on  considère ,  en  sorte  qu'il  restera  à 
intégrer  Une  différentielle  de  la  forme  Xd^r^  X  désignant  une 
fonction  de  x,  ce  qu'où  fera  d'après  les  méthodes  qui  seront 
exposées  dans  U  (ccoude  pvtie  de  cê  Traité* 
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3^.  De  l'Aire  du  cylindre  droit ^  comprise  entre  un  arc  d'une 
courbe  à  double  courbure  ,  sa  projection  horisontale  |  et 
ies  deux  ordonnées  verticales  extrêmes. 

On  peut  regarder  la  courbe  de  projection  sur  le  plan  des 
xjTf  d'une  courbe  à  double  courbure  ,  comme  l'axe  curviligne 
de  cette  courbe ,  sur  lequel  on  comptera  les  abscisses  à  partir 
d'un  point  fixe  |  et  les  ordonnées  seront  les  arêtes  verticales 
du  cylindre  droit  ajanjt  cette  projection  pour  contour  de  sa 
base.  Si  donc  on  suppose  que  l'arc  /  qui  sert  d'abscisse,  soit 
étendu  en  ligne  droite ,  on  aura  t  et  z  pour  les  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  à  double  courbure  tracée  sur  la 
surface  du  cjrlindre ,  développée  sur  un  plan. 

Cette  considération  offre  l'avantage  d'appliquer  aux  courbes 
à  double  courbure  les  formules  de  la  quadrature  et  de  la  rec- 
tification des  courbes  planes*  Pour  le  premier  cts ,  il  n'j  aura 
qu'à  substituer  /  pour  x ,  et  z  pour  y  dans  la  formule  de  U 
quadrature^  trouvée  (pag.  25'/),  savoir  : 

àFx  ^. 

qui  deviendra 

dFx  =  zdt , 

« 

et  parce  que  (pag.  265)l'arc-d/=da:^  i  +  (-p-)  } 


on  aura 


dFx=:.d.]/,+(£X 


or  les  coordonnées  z  ety  étant  données  en  x  par  les  équations 
jrzrzjx  et  z  =  çx  ,des  projections  de  la  courbe  à  double  cour- 
cura^^  pag.  333  ) ,  ou  aura  pçur  àFx  une  différenti^elle  de  la 
forme  JLdx^  X  désignant  une  fonction  de  x,  différentielle  qu'on 
intégrera  d'après  les  méthodes  données  dans  la  seconde  partie. 

sa 
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4*.  Rectification  dcê  courbes  à  double  courbure. 

La  surface  du  cjrliàdre  ëtant  toujours  développée  snr  un 
plan  vertical  dont  la  trace  horisontale  est  Parc  /  de  la  courbe 
de  projection ,  étendu  en  ligne  droite ,  li  onvdésigne  par  s  Tare 
correspondant  de  l'espace  y  et  par  /  et  «  les  coordonnées  d« 
son  extrémité  ,  on  aura  (pag.  263  ) 


d^c=i/dr»  +  dz*, 

et  parce  que  àc  =  dx*  -f*  4^*  9  ^^  ^^^^^  9  ^^  observant  que 
y  et  z  sont  fonctions  de  x  y  cette  équation  entre  les  coefficient 
différentiels* 


li 
dx 


K{'H-(^)"+(0}--(''' 


formule  qui  nous  servira  (pag.  348). 
^ig.  4^*      Nous  ferons  des  applications  de  quelqae&iines  des  fonnalet 
que  nous  venons  d'obtenir  y  et  nous  nous  proposerons  d'abord 
de  trouver  le  volume  engendré  par^  l'aire  du  triangle  MAAF 
tournant  autour  de  l*axe  AX. 

La  droite  jiM  passant  par  l'origine  y  a  pour  équation 

y  =  axy 
on  a  donc  (  pag.  334  ) 

et  si  le  volume  f^  engendré  par  Taire  APM ,  commence  avec 
l'abscisse ,  on  a  |  en  même  tems ,  «  =30  et  V^=iO  y  donc  C=±o  : 
ci  ce  volume  doit  s'étendre  jusqu'au  cercle  décrit  par  PMy 
alors  , 

Cette  formule  appliquée  au  volume  décrit  par  la  rérolntioa 
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■nlour  de  AX  y  de  l'aire  du  triangle  RPM ,  après  l'avoir  fait 
glisser  de  manière  que  le  point  R  tombe  en  ^ ,  et  que  sa  base 
.jRP  soit  toujours  sur  Taxe  AXy  donne 

f  =  -J-  7nû\  RP; 

donc  le  volume  total  engendré  par  AMR ,  sera 


-^PM  {AP  +  PR)x=:-—PM.AR, 

expression  donnée  par  M.  Lrgendre  ^  dans  sa  Géométrie.  Si 
de  ce  volume  on  retranche  celui  qui  est  engendré  de  la  même 
manière  par  Taire  du  triangle  AM'Ry  et  qui  a  pour  expression 


ô 
on  a  pour  difTcrence  qui  est  le  volume  cherché , 

-J-  /PA?  ~  P^Â^ *  J  AR. 

Il  est  facile  de  trouver  les  volumes  engendrés  par  les  courbes 
du  second  degré  tournant  autour  de  Taxe  principal ,  puis- 
qu'après  avoir  remplacé  dans  itjj'^àx  y  y*  par  la  fonction  en 
X  qu'elle  représente ,  on  n'a  plus  à  intégrer  que  des  diffë-< 
reutielles  monômes. 

L'équation  de  l'ellipse  ^/apportée  à  l'un  des  sommets  comme 
^origine  des  coordonnées  ^  est 

et  conséqoemment 

ou  la  constante  est  nuUe,  quand  le  volume  commence  avec 
l'abscisse.  Pour  x=  aa^  on  a  le  volume  engendré  par  la  ré* 
▼olntion  de  l'aire  de  la  demi -ellipse  autour  de  son  axe  ;  et  ce 
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volume  que  nout  désignerons  par  V  j  est 

mais  si  l'on  suppose  b  :=a\  l'ellipse  devient  un  cercle  du 
même  grand  axe  ^  et  en  notant  par  V*  le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  la  demi-drconférence  autour  du  diamètre^ 
on  a 

donc 

d'où  Ton  conclut  que  ces  volumes  sont  dans  le  rapport  des 
carrés  des  deux  axes. 

Si  l'on  applique  la  formule 

à  la  cubature  des  volumes  dus  à  la  révolution  autour  de  l'axe 
des  abscisses  ,  des  courbes  représentées  par  les  équations 

on  trouvera,  a  désignant  le  grand  axe  de  Teliipse  et  de  l'h/- 
perbole  , 

» 


F» 


Comme  les  intégrales    ou    les  volumes  deviennent  nuls    en 
mAMt  tems  que  x,  an  aura 

e=o,    Cy=:o,     C*  =  o, 

Si  d'ailleurs  les  volumes  doivent  être  pris  depuis  Jps=o  jusqu'à 
cs=:0|  on  aura 
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rrs^-a*',     r'=h.ab-,     yi^^ab", 

.0  Q  ^ 

d'oà  resuite  cette  propriété 

Ainsi  les  volâmes  de  VelHpsoïde,  du  paraboloïde  et  de  Thy* 
perkoloïde  j  dus  aux  courbes  données ,  forment  une  proportion 
arithmétique  continue. 

Appliquons  la  formule  (  pag.  356) 

à  la  recherche  de  l'expression  de  la  surface  engendrée  par  )a 
rérolution  de  la  demi-circonférence  CourBa|:it  autour  de  son 
diamètre  )  l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre ,  on  a 

jr«  -ss  «•  •—  XX  y         ' 

et  conséquerament 

y 

...  • 

or  ,  si  la  surface  doit  commencer  ayec  l'sbscisse  ^  on  a ,  e» 
même  tems #  S-=iOy  (>=?o$  donc 

m 

Soit  je  =2  a;  et  on  trouvera  «a*  pour  la  deipi -surface  de  la 
sphère  ^  et  conséqueniment  a  wà*  pour  la  surface  entière  de 
la  sphère.  Si  9  est  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  i  \ 
il  faudra  doubler  cette  expression ,  et  on  aura  4  va*  pour  la 
sorface  totale  de  la  sphère. 
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CHAPITRE    XXII. 

Théorie  des  Contacts  ,  et  déi^eloppées  des  Courbes 

à  double  courbure. 

Il  résulte  des  notions  données  dans  le  chapitre  précédent 
sur  les  courbes  à  double  courbure^  que  la  tangente  en  un  point 
quelconque  d'une  courbe  à  double  courbure  ^  est  Tintersection 
des  deut  plans  qui  touchent  les  deux  surfaces  cylindriques , 
ayant  pour  bases  les  deux  projections  de  la  courbe  à  double 
courf>ure^  suivant  les  arêtes  qui  correspondent  au  point  qu'on 
considère  sur  la  courbe  à  double  -courbure  \  or  les  deux  pro- 
jections de  cette  tangente ,  sont  les  tangentes  aux  deUx  projec- 
tions de  la  double  courbure  y  aux  j[)oints  qui  sont  les  projec- 
tions de  celui  qu'on  considère  dans  l'espace  ;  il  suflit  donc, 
d*après  cela ,  d'écrire  les  équations  des  deux  projections  de  la 
îtftngénte; 

Soient  donc ,  pour  une  con.rbe  à  double  côarbure  ^ 

9 

\       -     • 

»  »  ■      .  •  • 

les  équations  de  ws  projections,  sur  les  plans  des  xy  et  des 


xz  y  et 


V5=flp  +  i,     sx^cp  +  ^f 


les  équations  des  projections  d'une  droite  de  l'espace  sur  les 
mêmes  plans  :  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  courbe 
proposée  y  il  faut  d'abord  que  la  droite  et  la  courbe  aient  un 
point  commun  ;  ou  qu'on  ait  p  =  X,  qzs^yy  s  z=,z',  ainsi  ^ 
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l«s  équations  de  la  droite  deviennent 

il  faut ,  de  plus ,  qu'on  ait  (  pag.  226  et  227  ) 

les  deux  équations  précédentes  donnent ,  après  b  substitution 
de  ces  valeurs  y 

dr  d« 

^       éx  ^    ^    -  dx      ' 

de  sorte  qqe  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  à  dçuble 
courbure^  au  point  x,  j*,  iy  seront 

Pfi/fS  étant  les  coordonnée*  générales  de  la  tangente  Cha- 
cune de  ces  équations  est  celle  d'une  projection  de  la  tangente 
*àu  point  Xjjr  et  z* 

La^position  du  plan  normal ,  c'est-à-dire ,  d'un  plan  mené 
par  le  point  de  contact  y  perpendiculairement  à  la  tangente , 
est  facile  à  trouver  j  puisqu'il  sufdt  de  dire  qu'un  plan  passe 
par  le  point  x ,  y,  Zj  et  que  ses  traces  sur  les  plans  des  xjr 
ei  des  xz  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  projections 
de  la  tangente  sur  les  mêmes  plans  )  on  trouve  ainsi 

V  ^*    .   ,  V  dy 

pour  l'équation  du  plan  normal,  9,  q  et  p  éunt  se*  coor* 
données  générales. 

Passons  à  la  recherche  du  cercle  osculateur  d'une  courba  à 
double  courbure* 
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Pour  avoir  de  la  manière  la  plus  simple- l'équaf ion  générée 
d^an  cercle  situé  dans  un  pian  quelconque  ,  nous  considère^ 
rons  le  cer<:le  comme  formé  par  Tintersection  d'un  plan  qui 
passe  par  le  centre  d'une  sphère  ;-  le  rayon  et  le  centre  de 
cette  sphère  deviendront  alors  ceux  du  cercle,  et  le  plan  sera 
le  plan  même  du  cercle. 

'L*ëquation  générale  d*unc  sphère  rapportée  aux  trois  coor- 
données pjtfySjtSi 

(^_û)«  +  (7  — A)»  +  (5  — c)»==r% 

oa  Cf  b,  c  sont  les  coordonnées  du  centre  et  r  le  rajOH. 
L^équation  d'un  plan  rapporté  aux  mêmes  coordonnées,  et 
passant  par  le  point  a,  à^  c,  est,  en  général, 

m  et  n  étant  deux  constantes  arbitraires  qui  déterminent  Tin* 
clinaison  du  plan  a  l'égard  des  plans  Axes  coordonnés.  Le 
système  de  ces  deux  équations  représentera  donc  un  cerclp 
dont  le  rayon  sera  r  ^  dont  le  centre  sçra  donné  par  a^b,  c, 
et  dont  le  plan  dépendra  des  quantités  m  et  n. 

Si  donc  on  change,  dans  ces  deax  équations ,  p,q,s  en 
^  y  J"  9  *f  coordonnées  d'un  point  particulier  de  la  courbe  à 
double  courbure ,  on  exprimera  que  le  cercle  et  cette  courbe 
ont  un  point  commun  5  on  aura  donc  d'abord  ces  deux  équa- 
tions 

«  —  a  +  m(^— fc) -(- n(z— c)  s=  o.    .   .   .  (a) 

Si  on  les  différentie  deux  fois ,  en  observant  que ,  d*après 
ces  équations  j-  =J'x  ,  2  =  ^* ,  les  coordonnées^  cl  ^  sont  des 
fonctions  de  o^i  on  aura  les  quatre  suivantes  : 


I 
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«  — o-t-j^'fj- — ^)  4" -2' (z— c)  =  o (3) 

1  +  my  +  nz'  =i:  o  •   .   .   •  (4) 

^+y  +  '"+^^(j— ^)  +  ^"(*-^^)=o.   .   .   .  (5) 

my^  +  nz"  =  o.   .    .    .   (6) 

d&us  lesquelles  y j  z' j  y,  z^f  rappellent  les  coeflficiens  diffé^ 

6y       dz       ày       d'2 
""'^^^'  -dJ'   -di-'    diT'   -J?- 

Les  quatre  premières  de  ces  équations  renferment  les  con- 
ditions^ nécessaires  pour  que  le  cercle  ait  un  contact  du  pre« 
mier  ordre  avec  toate  courbe  a  double  courbure  :  et  si  Ton 
y  joint  les  deux  dernières ,  on  aura  l'ensemble  des  conditions 
nécessaires  pour  un  contact  du  second  ordre  ^  c'est -à- dire  ^ 
pour  que  le  cercle  deyienne  osculateur  à  la  courbe. 

Comme  il  y  a  dans  ces  équations ^  six  indéterminées  a,  b^ 
Cf  r,  m  y  n  y  on  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  conditions,  et 
le  cercle  osculateur  sera  déterminé  de  grandeur  et  de  position^ 
mais  si  on  ne  demande  qu'un  cerole  tangent ,  il  'restera  deux 
indéterminées  pour  lesquelles  on  pourra  prendre  le  cajron  à% 
«ourbure  r  et  une  des  deux  quantités  m  et  n  qui  fixant  la 
position  du  plan  du   cercle  tangent. 

Considérons  mahitenant  le  contact  du  second  ordre  ^  les 
équations  (1),  (2)  et  (3)   donneront 

(ny-^mz')r  (n  —  z')r 

R        ^  y  .^—         H     ê 

en  faisant^  pour  abréger, 


O, 


346  Lj&çoirs 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  (5) ,  on  en  tirera 

enfin  ^  les  équations  (4)  et  (6)  donneront. 

y" 


m  = 


-,   «=— 


zyif  ^yz"  ^     ~      z'r^  —yz^i  * 


valeurs  c|u'on  subatitoera  dans  les  expressions  précMcntes.  O» 
»^'  aura,  après  les  rédactions. 


(i+j^«  +  *")^ 


#  ■ 

',  _ ,  .   (I  +/'  +  z^-)zii—z'{i  +/'  +v')  (yj:'^+  :s^g^) 


La  quantité  r  sera  îe  rayon  osculateur  de  }a  courbe  proposée, 
't.i  a^  hj  c  seront  les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres 
des  cercles  osculateurs  ;  mais  cette  courbe  ne  sera  pas  pour 
cela  une  enveloppée  9  comme  dans  lès  courbe^  à  simple  cour*- 
bu^^  ou  situées  dans  un  plan. 

Four  s'en  assurer  et  trouver  en  même  tems  les  conditions 
nécessaires  pour'  que  cette  courbe  des  centrés  devienne  une 
développée  y  nous  emploierons  une  analyse  semblable  à  celle 
dont  nous  avons  fait  usage  (pag.  a35).  Nous  différcntîerons 
les  équations  (i),  {«),  (5),  par  rapport  aux  six  quantités  a, 


SI   ClLCVt   DIFVin&lfTIEL.  347 

A,  c,  r,  m,  n,  et  en  observant  qu'elles  sont  toutes  fonctions 
de  X)  ce  qui  donnera 

j..^+m'(f—b)+m(y'-b')+n^{z—c)+n(z'—c')=:o. .  .(8) 

,— a'+y/:jr— ^)-hy'Cr'— ^'  )+^»(-»— 0+^'(^r-c)=:o  • .  •  (9) 

Or ,  d'après  Téquation  (3) ,  Tcquation  (7)  se  réduit  à 

—  a' {Xf-a)  — b' (y— b)'^c'{Z'^c)  =  rr'... {10) 

qui  ti'cst  que  la  différcuticHe  de  (1)  prise  en  faisant  varier  les 
quantités  a^  6,  c  et  h  De  çiéme  Téqualion  (4)  réduit  (8)  à 

et  réquatîon  (5)  réduit  (9)  à 

* 

a'  +yb'  +  aV  =  o. . . (12) 

Or  y  si  Ton  suppose 

1 

^*  (j-  —  t)  +  '^'(^  —  c)  =  o, 
condition  qui  est  évidemment  satisfaite  lorsque  m  et  n  sorit 
des  quantités  constantes  ,  auquel  cas'  ta  cdurbe  cesse  d'être  à 
double  courbure  ,  puisqu^Ue  est  loate  entière  dans  un  plati 
déterminé  par  ces  constantes}  on  aura  en  place  de  Técpa- 
tion  (il),  celle-ci  ■       '  *• 

Des  équations  (10),  (12)  et  (iS),  on  déduit 

"= -^. ,   K^_ — -^—> 
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R  indiquant  toujours 

m 

ces  ralenn  de  a' y  h*,  c*  donnent 

o'»  4- ^>  4.  c'»  £=  r"  ,    d'où    r'ssV/a'^  +  A^'+c^», 
c^eçt-k-dire  , 

« 

en  prenant  à  pour  variable  indépendante  :  comme  on  Ta  fait 
(  pag.  236j  :  on  déduit  de  là 

Or  (pag.  338)^  cette  équation  montre  que  r  est  Varc  de  la 
courbe  dont  a  ^  h  ,  c  sont  les  coordonnées  \  donc  le  rayon 
osculateur  sera  égal  à  Tare  de  cette  coucbe^  augmenté  d*une 
quantité  coniUante.  Mais  on  obseFv^era  que  la  propriété  (i4)  ne 
se  rapporte  plus  aui^  ^loi^rbes  à  double  courbure  |  mais  aux 
courbes  planes  dans  l!cspace. 

Maïs  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière ,  nons 
«lions  traiter  la  théorie  des  développées  par  la  géométrie. 

An  reste ,  ce  qu6  IV)9  ,at.  fait  jusqu'à  présent  sur  les  développées 
des  courbes  en  «général  ^  se  réduit  à  assigner  les  développdas 
des  courbes  planes  ^  encore  parihi  le  nombre  in'fini  de  déve- 
loppées d'àne  conrbe  plape  ,  n*a-t-on  considéré  jusqu'ici  que 
celle  qui  se  trouve  dans'le 'plan^  delà  développante/ 

Nous  croyons  donc  qu'on  lira  a>*ec  intérêt  les  considérations 
suivantes  empruntées  de  l'ouvrage  de  M.  Monge,  ayant  pour 
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titre  :  Théorie  dês  sur/aces  courbes  et  des  courbes  à  double 
courbure. 

Lemme.  Si  l'on  conçoit  par  le  centre  d'un  cercle  et  perpen- 
diculairement à  son  plan,  une  droite  infiniment  prolongée  au- 
dessus  et  au-dessous  de  ce  plan ,  et  que  d'un  point  quelconque 
de  cette  droite  on  imagine  une  ligne  à  un  point  de  la  circon« 
férenccy  cette  ligne  en  tournant  autour  de  la  perpendiculaire 
comme  axe  ^  sous  nn  angle  constant  avec  cet  axe ,  décrira  , 
par  son  extrémité,  la  circonférence  du  cercle.  Le  point  pris 
arbitrairement  sur  l'axe ^  est  un  pôle  du  cercle.  Si  donc  on 
prend  sur  cet  axe  deux  p6Ies  à  distances  égales  du  plan  du 
cercle  ;  l'un  au*^dessus  ;  l'autre  au-dessous^  qu'on  mène  par  ces 
deux  points  deux  droites  qui  se  couperaient  en  un  même  point 
de  la  drconférence  |  et  qu'on  hbte  tourner  le  sjrstéme  de  ces 
deuX|  droites  autour  de  l'axe ,  l'angle  de  chacune  d'elles  avec 
l'axe,  restant  constant ,  le  point  d'intersection  décrira  la  cir- 
conférence du  cercle. 

Soft  KAaD  une  courbe  quelconque  à  double  courbure  tracée  ]ng«  ffi. 
dans  l'espace  )  par  un  point  A  de  cette  courbe ,  soit  mené 
nn  plan  MNOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ^  )  par  le 
point  a  contigu,  ou  infiniment  voisin ,  soit  pareillement  mené' 
nn  plan  mnOP  perpendiculaire  à  la  tangente  en  a  :  ces 
deux  plans  se  couperont  quelque  part  en  une  droite  OP 
qui  sera  l'axe  du  cercle  dont  le  petit  arc  Aa  de  la  courle  peut 
être  regardé  comme  faisant  partie  ;  de  manière  que  si  des  points 
A  et  a  on  abaisse  des  perpendiculaires  AG  y  aG  sur  telte 
droite ,  ces  perpendiculaires  la  rencontreront  en  un  même 
point  G  qui  sera  le  centre  de  ce  cercle.  Tous  les  autres  points 
g  y  ^ ,  g^  y  tic\  de  la  ligne  OPy  seront  chacun  à  égales  distances 
de  tous  les  points  de  l'arc  infiniment  petit  Aa  ,  et  pourront , 
par  conséquent ,  '  en  être  regardés  comme  les  pôles.  Ainsi , 
ai  d'un  point  quelconque  g  de  cet  axp  ;  on  mène' deux  droites 
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aux  points  A^  a,  les  droites, ^^,  ga  seront  égales  entre  ellef  ^ 

et  elles  formeront  avec  l'axe ,   des  angles  AgOj   agO  ^gaux 

entre  eux  \  en  sorte  que  si  on  voulait  définir  la  courbure  de 

)a  courbe  au  point  A ,  i\  faudrait  donner  la  longueur  du  rajon 

AG  du  cercle  osculateur^  2*.  si  Ton  voulait  assigner  le  sens 

de  la  courbure  y  il  faudrait  donner  la  position  du   centre  G 

dans  l'espace,  duquel  on  décrit  l'arc  Aa  dans  son  plan  ;  mais 

s'il  s'agissait  simplement  de  décrire  ce  petiC  arc,  il  serait  suffisant 

ou  de  faire  tourner  la  droite  Ag  autour  de  Taxe,  sans  altérer 

l'angle  AgO ,  ou  de  faire  tourner  le  ra^on  AG  perpendicu* 

lairement  à  cet  axe. 
i 
\  '  La  droite  OP  peut  donc  ^tre  regardée  comme  la  ligne  des 

pôles  de  rélénsent  Aa  5  le  centre  G  de  courbure  de  cet  élé- 

;  inent  y  est  celui  de  ses  pAles  dont  la  distance  à  l'élément  est 

un  minimum  ;  enfin ,  \$  rayon  de  courbure  est  la  perpesdi* 

culaire  A  G  abaissée  de  l'élément  sur  la  ligne  des  pdlcs. 

Fig.  47.  Que  Ton  fasse  actuellement  sur  tous  les  points  de  la  courbe 
à  double  courbure  ,  l'opération  que  nous  venons  de  faire  sur 
un  de  ses  élémens,  c'est-à-dire,  que  par  tous  ses  points  con- 
sécutifs ,  on  fasse  passer  des  plans  MNOP ,  chacun  perpen- 
diculaire à  la  tangente  à  la  coyrbe  au  point  dans  lequel  elle 
est  coupée  par  le  plan ,  le  premier  de  ces  plans  rencontrera 
le  second  dans  une  droite  OP  qui  sera  le  lieu  des  pôles  de 
l'arc  AA'\  le  second  plan  rencontrera  le  troisième  dans  U 
droite  O'P'  lieu  des  pôles  de  l'arc  A'A^  ^  le  troisième  rencon* 
trera  le  quatrième  dans  la  droite  O^P^y  lieu  des  .pôles  de 
l'arc  A^A"'j  (t  ainsi  de  suite*  Il  est  évident  que  le  système 
de  toutes  ces  droites  d'intersection  infiniment  rapprochées^  ou 
la  surface  courbe  formée  de  leur  réunion ,  sera  le  lieu  géo- 
métrique de^  pôles  de  la  courbe  KAA'A^.^.D. 

Quoique  la  nature  de  cette  surface  courbe  dépende  absolu* 
ment  de  celle  de  la  courbe  KAA'AV.  •  .17^  cependant  toutes  les 
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surfaces  engendrées  de  cette  manière ,  ont  un  caractère  géuëral 
t]ui  consiste  en  ce  qu'elles  peuvent  être  développées  sur  un  plan  ' 
comme  les  surfaces  coniques  et  cylindriques  à  bases  quelcon- 
queSy'sans  dupUcalure  et  sans  solution  de  continuité.  En  effet,  les 
ëléniens  OPP'  0%  CyP'P^  O" ,  etc.  dont  est  «)niposée  la  surface^ 
sont  des  portions  de  plans  indéfinies  y  infiniment  étroites  ^  et 
qui  se  coupent  consécutivement  suivant   des  lignes   droites. 
Cela  posé  ^  on  peut  toujours  concevoir  que  le  premier  élé- 
ment OPP'  O'  tourne  autour  de  la  droite  Cyp'  comme  char- 
nière, jusqu'à  ce  qu'il   parvienne  dans  le  plan   de  l'élément 
suivant  CyP'P^O^^'y  qu'ensuite  leur  système  ne  faisant  qu'un 
même  plan  ,  tourne  autour  de   0"P^    jusqu'à    ce    qu'il   soit 
dans  le  plan  du  troisième  élément   0"P^/""0^",  et  ainsi  de 
fuite.    Ainsi  ,  tous  les   étémens   de    la    surface   pourront   se 
ranger ,  sans  rupture ,  dans  le  même  plan  :  donc  la  surface 
des  pôles  d'une  courbe  quelconque  à  double  courbure ,  est 
toujours  une  surface  déreloppable* 

Théor.  Une  courbe  quelconque  plane  ou  à  double  courbure^ 
comporte  une  infinité  de  développées  dont  le  lieu  géométrique 
est  aussi  la  surface  des  pôles  de  cette  courbe ,  seule  surface 
qui  contienne  les  développées  de  la  proposée,^ 

Démonstration,  Du  point  A  de  11  courbe ,  par  lequel  passe 
le  premier  plan  normal ,  soit  menée  dans  ce  plan ,  et  suivant  une 
direction  arbitraire  ,  une  droite  Ag  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  la  section*  OP  quelque  part,  en  un  point  ^^^  par 
les  points  A'  et  g  soit  menée  dans  le  second  plan  normal  ^ 
la  droite  A' g  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  section 
O'P'  en  un  point  gf  ;  soit  pareillement  menée  dans  le  troisième 
plan  normal  la  drqite  A^^^  jusqu'à  l'intersection  O^^P^t 
et  ainsi  de  suite*  Joidis  que  la  courbe  qui  passe  par  tous  les 
points  gg'g^^p  etc.,  est  une  des  développées  de  la  courbe  KAD» 
£n  effet,  i^  toutes  les  droites  Agy  A'g^,  A^g^,  etc.,  sont  les 
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tangentes  de  la  courbe  gg^g^^**}  puisquMles  sont  les  prolon- 
gemens  des  ëlëniens  de  cette  courJ>e;  7,^*  si  Tua  conçoit  que 
la  première  tangente  jîg  tourne  autour  du  point  g  pour  veuir 
s*appliquer  sur  la  suivante  A'g,  elle  n'aura  pas  cessé  d'être 
tangente  à  la  courlis ^^g//...  etc.,  et  son  extrctiiité  w^,  après 
avoir  décrit  Tare  jiA%  se  confondra  avec  rextrémité  A'  de  la  se- 
conde tangente  A'g*,  Que  Ton  fasse  de  même  tourner  la  seconde 
ligne  A'g*  autour  du  point  ^,  pbur  qu'elle  vienne  s'appliquer 
sur  la  troisième  A'^g'^  elle  ne  cessera  pas  de  toucher  la  courbe 
gg^^*'*y  et  son  extrémité  A'  ne  sortira  pas  de  Parc  A'A^, 
et  ainsi  de  suite  \  donc  la  courbe  g^g^  •  •  •  est  telle  que  si  l'on 
conçoit  qu'une  de  st&  tangentes  tourne  autour  de  cette  courbe 
sans  jamais  cesser  de  lui  être  tangente^  et  sans  avoir  de  mou- 
vement dans  le  sens  de  sa  longueur ,  un  des  points  de  cette 
tangente,  décrira  la  courbe  iC^^i' ••../>  dont  elle'est  une  des 
développées.  Mais  la  direction  de  la  première  droite  Ag  était 
arbitraire ,  et  quelle  qu'eût  été  cette  direction  dans  le  plan  nor* 
mal  y  on  aurait  trouvé  une  autre  courbe  g^g!'  • .  •  qui  aurait 
été  pareillement  une  des  développées  de  KAA' .  • .  Z>  ^  donc  |  etc. 

Remarquons  que  tous  les  plans  MNOP  étant  tangens  à  la 
surface  développable  ,  puisque  chacun  d'eux  est  le  prolonge-^f 
ment  d'un  de  ses  élémens  POCTPi^  P'O'Onpffj  etc.,  la  droite 
Ag  qui ,  dans  tous  les  insfans  de  son  mouvement ,  se  trouve 
dans  un  de  ces  plans  ,  est  aussi  nécessairement  tangent  à  cette 
surface. 

Théor.  Si  du. point  A,  Von  abaisse  sur  OP  ia  perpêndicu* 
laire  AG  j  du  point  Af  sur  O'P  la  perpcndlêulaiie  A'G'  ;  du 
point' M  sur  O^P*'  la  perpendiculaire  A^G^ ,  et  ainsi  de 
suite  y  il  s'agit  de  démontrer  que  la  courbe  GG'G^.'. .»  qui 
contient  les  centres  de  courbure  de  KAb..D,  ne  peut  être 
une  des  développées  de  la  proposée ,  à  moins  que  cette  proposée 
ne  soit  plane* 
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Dèmonstralion,  Lorsqû'ube  courbe  est  à  double  courbure^ 
^eux  tangentes  consécutives^  c'est-à-dire,  deux  tangentes  aux 
extréaiités  d^un  même  élément ,  quelque  part  qu'on  le  prenne.^ 
sont  toujours  dans  le  mérne  plan  ;  mais  trois  tangentes  prises 
de  suite ^  ne  peuvent  plus  s*y  trouver,  parce  que  deux  élémens 
consécutifs  d'une  telle  courbe ,  ne  peuvent  pas  être  dans  lui 
I  même  plan  ^  donC  trois  plan«  consécutifs ,  chacun  normal  à 
la  courbe  ;  ne  peuvent  pas  être  perpendiculaires  à  un  même 
plan  y  et  conséquemment  y  l'intersection  du  premier  et  du  se- 
cond plan  ne  peu^  être  parallèle  à  l'intersection  da  second  et 
du  troisième  plan  ^  donc ,  pour  une  courbe  à  double  courbure  ^ 
les  droites  OP,  O^P^  0''P//,  etc.,  ne  peuvent  être  parallèles. 
Cela  posé;  la  droite  AG  étant  perpendiculaire  à  OPy  la  droite 
A' G  lui  sera  aussi  perpendiculaire,  puisque  G  est  le  centre  du 
petit  arc  élémentaire  AA'j  mais  cette  droite  A' G  y  prolongée 
jusqu'en  A,  ne  sera  pas  perpendiculaire  à  Cyp')  elle  sera,  par 
conséquent,  distincte  de  la  droite  A*G\  abaissée  perpendicu- 
lairement' du  point  A^  sur   (yP'  \  donc  les  deux  droites  ou 

•  les  deux  normales  consécutives  A  G  et  A^G'  ne  rencontreront 
pas  )a   droite    OP  dans  le  même  point;  mais  deux  droites 

-  considérées  dans  des  plans  différens,  ne  peuvent  se  rencon- 
trer que  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans }  donc,  les  droites 
AGy  A' G'  ne  se  rencontrent  pas  ,  et  conséquemment  elles  ne 
sont  pas  dans  un  mêm^  plan.  Il  eu  est  de  même  de  la  suite 
des  droites  A^G'f  A^^G^,  A'" G'" y  etc» ,  prises  deux  à  deux 
consécutivement  ^  donc  ,  toutes  ces  droites  ne  peuvent  pas 
être  les  tatigentes  consécutives  d'une  même  courbe  y  puisqu'il 
faudrait ,  pour  cela^  que  les  deul  droites  AGy  A' G',  fussent  dans 
le  même  plan.  Il  suit  delà  ^ssi  que  si  l'on  conçoit  une  droite 
qui  soit  tangente  à  la  courbe  GCG"*.»  en  G%ouà  l'élément 
GG^ ,  cette  droite  ne  passera  pas  par  le  point  A'  \  or,  en  tant 
qu'elle  est  ^ur  le  second  plan  normal  y  elle  ne  pourrait  couper  la 
courbe  KA* .  .D  que  dans  le  point  A'  ou  ce  plan  la  coupe  lui- 
aï 
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même;  donc  la  courbe  GG'C...  est  telle  qu'aucune  de  ses 
tangentes  prolongées  ne  rencontre  la  conrhe  KAA'A'' , ..  D^ 
donc  U  suite  des  points  GG^G^^,.  ne  peut  être  une  de  ses 
développées;  donc^  etc. 

Si  la  courbe  A^. .  .D  était  plane,  toute»  les  droites  OP,  O'P', 
QVpff^  etc. ,  seraient  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe , 
et  conséqueniment  parallèles  entre  elles.  Ces  .droites  ou  nor- 
males AG,  A' G' y  A^Gffj  etc.,  seraient  toutes  dans  le  plan  de 
la  courbe,  et  se  rencontreraient  consécutivement  dans  la  courbe 
GG'Glf .•.)  donc  elles  en  seraient  les  tangentes.  Cette  courbé 
ne  serait  autre  chose  que  celle  qu'on  a  considérée  comme  la 
développée  de  la  courbe  KA***D* 

Théor.  On  aura  une  des  développées  d'une  courbe  t/uelconque^ 
plane  ou  à  double  courbure ,  si  par  un  de  ses  points  et  auir 
vont  une  direction  quelconque ,  on  mène  une  tangente  à  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  de  ses  pâles  ,  et  si  Von 
plie  librement  sur  cette  surface  le  prolongement  de  cetm  t€uu 
gente  y  c^est-^^dire  que  la  courbe  gg'g'^*  •  •  àst  ceUe  que  forme- 
rait sur  la  surface  OPP'"0'"  une  droUe  pliée  librement  sur  cette 
surface ,  et  dirigée  au  premier  instant  suivant  Ag. 

Pour  le  démontrer,  observons  ce  qui  arrive  à  une  droite  ou 
à  tin  fil  que  Ton  plie  librement  sur  une  surface  :  ce  fil  peut 
'être  considéré  comme  ayant  infiniment  peu  de  largeur ,  ou 
comme  n'en  ayant  pas;   Soit    OPP^'Off  deux  élémens  plans 
consécutifs  d'une  surface  courbe ,  ayant  pour  intersection  la 
droite  O'P'  j  soit  ABG  un  ruban  infiniment   étroit  appliqué 
sur  un  de  ces  élémens ,  suivant  une  direction  quelconque  :  il 
est  clair  que  la  partie  BG  nt  peut  venir  s'appliquer  sur  l'élé- 
ment suivant ,  sans  i^re  uiie  partie  de  révolution  autour  de 
Bb  ou  de  O'P'  \  et  cumme  ce  mouvement  doit  se  faire  libre- 
ment  ',  ce  qui  exige  qu&  le  ruban  louche  la  surface  dans  tous 
ses  points,  l'angle  P^BG  doit  rester  constant j  le  ruban  prendra 
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doQC  une  position  BCy  telle  que  l'angle  P'BC  sera  égal  à  l'angle 
O'BA.  Car  en  supposant  le  ruban  BG  applique  en  BC  sur 
rélément  O'P'P^O^^  si  l'on  ramène  ce  second  élément  dans  le 
plan  du  premier  ,  le  ruban  BC%%  placera  dans  le  prolongement 
de  AB,  l\  en  est  de  même  d'un  AI.  Or  la  ligne  (^g^  ••  •  jouit 
de  celée  propriété;  car  §f  étant  un  pâle  de  l'arc  A'A'^  on  a  angle 
A'gf  O'  =  angle  A^^g*  C  =  angle  P/^g^  j  ec  comme  ce  qoe 
nous  venons  de  dire  par  rapport  à  l'arête  O'P'  doit  aussi  se 
dire  par  rapport  à  toflte^antre  arête  de  la  surface^  on  «onclura 
que  la  courbe  gg'g'^ .  •  •  est  celle  que  formerait  sur  la  surface 
OPpitt  Qtft^  iioç  droite  pliée  librement ,  avec  une  direction  Ag 
au  premier  instant.  Donc  ^  si  l'on  a  construit  la  surface  -  dére* 
ioppable  qui  est  le  lieu  géométrique  des  développées  d'une 
courbe  quelconque  à  double  courbure  ^  on  a  mécaniquement 
une  de  ses  développées,  en  menant  par  un  point  de  la  courbe 
un  fil  dans  une  direction  quelconque  tangente  à  cette  surfiice, 
et  pliant  ensuite  librement  le  fil  sui^  la  surface. 

Une  courbe  plane  a  donc  une  infinité*  de  développées  qui 
se  trouvent  toutes  sur  la  surface  du  cylindre  qui  a  pour  base 
celle  de  Èet  développées  qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe  , 
et  toutes  ces  développées  sont  à  double  courbure ,  a  l'exception 
seulement  de  celle  dont  on  s'est  occupé  jusqu'à  présent^  et 
qui  sert  de  base  à  la  surface  cylindrique. 

M.  Mange  d^ontre  réciproquement  qu'une  surface  cylin- 
drique à  base  quelconque ,  est  le  lieu  des  développées  #i'une 
infinité  de  courbes  dont  aucune  ne  peut*  être  à  double 
courbure.' 

Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  d'une  sf^hère,  a  peur 
lieu  de  ses  développées  la  surface  d'un  cône  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  U  sphère,  et  dont  la  ba^  ^pend  de  la 
nature  de  la  courbe  )  car  tous  les  plans  perpendiculaires  aux 
élémens  de  la  courbe ,  le  sont  aussi  à  la  surface  iphérique  >  et 
pessent|  par  coatéquent,  par  le  centre. 
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Donc  une  courbe  qui  n'est  pas  plane  et  qui  n*est  pas  tracée 
sur  la  surface  d'une  sphère,  a  pour  lieu  de  ses  développées 
une  surface  développable  dont  deux  arêtes  rectilignes  consé- 
cutives se  rencontrent  bien  quelque  part  ^  mais  dont  trois 
prises  de  suite  ^  ne  se  rencontrent  pas  dans  un  même  point. 
La  suite  de  ces  points  d'intersection  fortne  une  courbe  qu'on 
appelle  aréfe  de  rebroussement  dt  la  surface  développaMe. 
Toutes  les  arêtes  de  la  surface  développable  ,  ne  sont  autre 
chose  que  les  tangentes  de  cette  arête  6e  rebroussement. 

Maintenant ,  étant  données  les  équations  d'une  courbe  à 
double  courbure  ;  il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  surface  dé- 
veloppable  qui  est  le  lieu  géométrique  de  ses  développées. 

En  effet;  si  Ton  désigne  toujours  par 

^  zrzfx    et    r  t=  çj:  , 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  à  double  courbure 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz^  nous  ovons  vu  (343)  que 
celle  du  plan  normal  était 

• 
oii  X  ^  y  ^\.  z  sont  des  quantités  constantes  pour  un  même 
.  plan /normal  y  et  variables  en  passant  d'un  plan  normal  à  un 
autr^  consécutif  :  si  donc  on  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  x  ;  parce  que  jf  t\,  z  sont  fonctions  de  cette 
variable;  on  aura  pour  le  plan  consécutif  an  précédent  dont  la 
position  est  quelconque 

0_.).^+ „_„g_  {, +(fe)-  ^(^)-j =....,„ 

Four  obtenir  entre  p,  q^  s  ^  une  relation  qui  convienne  à  la 
totalité  des  intersections  des  plans  normaux  oonsécutifs;  iMhut. 
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éliminer  .r^au  moyen  des  deux  équations  précédentes  «  et  l'équa- 
tion qui  en  résultera  ,  sera  celle  de  la  surface  demandée  |  puis- 

\  qu'elle   ne  contiendra  plus  que  les    coordonnées   des  points 
communs  à  la  série  des  plans  normaux. 

En  second  lieu^  étant  données  les  équations  d'une  courbe 
à  double  courbure  ,  on  peut  trouver  celles  de  Taréte  de  re- 

,  broussement  de  la  surface  développable  qui  est  le  lieu  géomé- 
trique do  sies  développées.  ^ 

Considérons  un  troisième  plan  normal  consécutif  aux  deux 
précédens }  son  équation  se  déduira  de  celle  du  second ,  ou 
de  (B)  y  de  la  même  manière  que  celle-ci  a  été  tirée  de  (A)} 
elle  serl^  donc 

(^~-)5ii  +  (V~J')5i-3|gr_^+_._J  =  o...(C) 

Ces  trois  équations  donneront  le  point  d'intersection  de  deux 
élémens  consécutifs  de  la  surface  développable}  donc  si  l'on 
veut  avoir  hi  suite  de  ces  points  d'intersection  |  c'est-à-dire  ^ 
l'arête  de  rebroussement ,  on  n'aura  qu'à  éliminer 'x  des  trois 
équations  (^  y  {B)  et  (C)  y  et  les  deux  équations  en  p^  q  ei  s 
.qu'on  obtiendra  y  seront  celles  de  Paréte  de  ^ebroussement  ^  et 
on  en  conclurait  les  équations  de  deux  projections  de  cette 
arête. 

Si  l'on  reprend  les  équations  (^)  et  (B)  qui  représentent 
rinterseclion  d'un  plan  normal  avec  celui  qui  le  soit  immé" 
uiatement  j  et  qu'on  déduise  de  ces  équations  celles  dt&  pro-- 
jcctions  de  l'élément  de  la  surface  développable  sur  les  trois 
plans  rectangulaires  y  en  éliminant  successivement  p,  g  et  j 
entre  (Jf)  et  {B)  y  on  aura  ces  trois  équations 


^!r  .     d'i;       (      .  /dr\»     /dr\a    .       d'r    ,        d»r) 


o» 


# 
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^''dx»  +  '  \dx  dx*      JS-  dxO      àx  V  "*^  Wy  "*"  \di)  Ç 

d*«  fàz  ày       drd*«\ 

■*"^d^~-^Vdidï^~dïd^/  — ^' 

"*^ Vd»  dar*      dx  àxO      ^î^      dx  l*  "*" \dxy  "^^  \àx)  j 

"•"     dx»  \dxdx*      dxdxV         ' 

• 
en  sorte  qae  la  portion  d'une  perpendiculaire  à  cet  élément , 

comprise  entre  le  point  x,  jr^  2  de  la  courbe  à  doable  cour- 
bure et  sa  rencontre  avec  Télément,  seiti  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  ot,  Y^  2  de  la  courbe  à  double  courbure.  Or, 
si  l'on  cherche  cette  plus  courte  distance,  on  trourefa 

•  ^^  1  /i/'^Y  a.  /'i!!  Ya-  /'If  i5:  _  *^'"  ±fYi  ' 

r •  Wd W  "^  U*»/  "^  \d*  dx»     s  dW  f 

expression  du  rayon  'de  courbure  déjà  obtenue  (pag*  346). 

Nous  terminerons  ce  chapitre  en  donnant,  d'r près  M.  Monge, 
les  formules  qui  font  trouver  les  points  de  simple  et  ds  double 
inflexion  des  courbes  à  double  courbure. 

On  appelle  point  dt inflexion  dans  les  courbes  planes,  le  point 
oii  cette  courbe ,  après  avoir  été  concave  dans  un  sens ,  cesse  de 
l'être  pour  devenir  concave  dans  l'autre  sens  (chap.  XIX  )  ;il  est 
évident  que ,  dans  ce  point ,  la  courbe  perd  sa  courbure ,  cl 
que  les  deux  élémens  consécutifs  sont  eu  ligne  droite.  Mais 
une  courbe  à  double  courbure  peut  perdre  chacune  de  ses 
courbures  en  particulier,  ou  les  perdre  toutes  deux  dans  le 
même  point  ^  d'où  il  suit  que  les  courbes  à  double  courbure 
peuvent  avoir  deux  espèces  d'inflexion^  la  première,  que  nous 


% 
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appellerons  simpk  inflexion  ^  a  lieu  lorsque  la  coorbe  devient 
plane  en  l'un  de  ses  poinls }  et  la  seconde  j  que  nous  noimne- 
rons  double  inflexion,  a  lieu  lorsque  la  courbe  devient  droite 
dans  un  de  &es  points. 

Puisque  dans  le  point  de  simple  inflexion  ^  la  courbe  à 
'double  courbure  devient  plane ,  ^il  faut  que ,  dans  ce  point , 
les  équations  de  la  courbe  satisfassent  à  Téquatton  générale 
du  plan ,  qui  est  « 

si  donc  on  différentie  trois  fois  cette  équation ,  à  raison  des 
trois  constantes  qu'elle  renferme,  on  aura 

àz  =  aàx  -{-  bày , 
à^z  =  bdy  , 
d^z  ;=  bd^y , 

en  observant  que  x  fst  la  variable  |>rincipale.  Si  on  élimine 
b  des  deux  dernières  équations  ^  on  trouvera 

dy  d^z  —  d»z  d^  =  o , 

équation  de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  équations 
des  projections  de  la  courbe  à  double  courbure  ;  pour  que 
cette  courbe  ait  un  point  de  simple  inflexion. 

Au  point  de  double  înfle&ion ,  le  rayon  de  courbure  est 
nbl  ou  infini ,  ce  qui  donne 

(dy  Y  ,    /  d'-s  \a       /  dz    d^  df    d*z  y 

Ix^J  "^  \dx^/  "^  l  d^  'dx^~  IS"  dx*J  ' 

Le  premier  membre  étant  la  somme  de  trois  carrés  ^  on 
doit  avoir 

d'r  d*5 

darV  ^      dx* 
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La  troisième  ëqaatîon  ëlant  une  suite  des  deux  premières»  les 
formules  pour  trouver  les  points  de  double  intersection  ,  seront 
donCs 


dy . 

rT-=^  =  G    OU    00  I 


EL 


o  ou  ao^ 


ou  simplement 

d»^  =  G  ou   00 ,     d'z  sï=  G  ou  00  . 

Les  mêmes  formules  donnent  aussi  les  poin^  de  rebrousseme^t. 
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CHAPITRE    XXIII. 

Des  Surfaces  dourbes. 

Passoivs  aux  surfaces  courbes  ,  et  désignons  toujours. par  x, 
jr ,  Zy  les  trois  coordonnées  d'un  point  donné  sur  cette  sur- 
face ,  et  par  p  y  q  y  s  y  les  coordonnées  analogues  d'un  plan 
rapporté  aux  mêmes  axes  rectangulaires. 

On  aura ,  par  la  nature  de  la  surface  (  pag.  333  )  y 

«t  par  la  nature  du  plan  ^ 

*  =  «/».+  *?  +  ^> 

ay  h,  Q  étant  les  trois  constantes  qui  déterminant  la.  position 
du  plaiv  D*abord  y  pour  que  le  plan  ait  avec  la  surface  un 
point  commun  y  il  faut  que  son  équation  ait  lieu  y  en  suppo- 
sant que  les  coordotmées  p ,  q  tX  r  deviennent  Xy  y  y  Zy  ce 
qui  donnera  cette  première  équation  €e  condition 

z  ;=!  ax  -{*  bjf!  -{-  c» 

Considérons  maintenant  un  autre  point  de  la  surface  rcpon<- 
dant  aux  coordonnées  J:  +  i ,  ^  +  ^  :  l'ordonnée  perpendi- 
culaire z  deviendra  J  {x  -^^  i y  j"  -^  k).  Faisons  aussi  dana 
l'équation  du  plan,  p  =  a:  +  f,^=7'  +  A:j  l'ordonnée  per- 
pendiculaire t  deviendra  a  (x  -+- 1)  +  A  (j  +  *)  +  ^?  «^  ^* 
'  distance  entré  les  points  co'rrespondans  de  la  surface  courbe 
ot  du  plan  ,   sera  exprimée  par 
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et;  en  déTcJoppant ,  cette  difFërence  deviendra 

_,        .,àz.àz.      à*z     i*    ,    d»«      »    *  ,  d««    *» 
^   '"^       d«       djr         dx*  i.ti'  dxdjr    i     i      dy*   i.a 

—  fl«  —  ly^  -*•  c  —  flf  —  M  j 
et  comme  on  a  déjà 

Z5=/(x,jr)  =;aar4- fcy  +  c,     d'où     c  =  «  —  ««— ft^, 

on  pourra  poser  ces  deuic  antres  conditions  | 

dx        -         dz 

qui  détermineront  le  contact  le  plus  intime  entre  le  plan  et 
la  surface  au  point  commun  x^y^z.  L'équation  du  pian  Un- 
gent  est  donc 

dz        ,    dz  dz  dz 


t'est-à'dire  ^ 


•  • 


dz    ,  dz 

Xf  Xf  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence,  et  p, 

<)y  s  celles  du  plan  tangent. 

La  position  du  plan  tangent  dépend  donc  des  deux  coef<- 

dz        dz 
ficiens  •- — '  >    -j — ,  qui  sont  ceux  des  deux  différentielles  par- 

tielles  dont  se  compose  la  différentielle  première  complette  de 
*^=X(Xfjr)  (chap.  XIII);  et  on  dé^luira  ces  coefficiens  de 
)'équation  de  la  surface  rapportée  au  point  auqual  le  plan  doit 
être  tangent.  • 

La  normale  étant  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point 
de  contact  y  aura  ses  projections  sur  les  plans  des  xz  ^t  des 
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yzy  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  du. plan  tan* 
gent  sur  les  mêmes  plans  coordonvés,  traces  qui  ont  pour 
équations 

dz  •  ..         d2  âz  .     >^^  ^  6z 

en    sorte   que    celles  des   projections  de   la  normale   sur  les 
mêmes  plans ,  seront 

P'-^+'^{s  —  ^)  =  o,  g—r+-^(S'-z)  =  Oy 

Xyjr  et  z  étant  toujours  les  coordonnées  du  point  de  con«* 
tact ,  et  p  j  q  ^  s  celles  de  tous  les  points  de  la  normale* 

Si  l'on  désigne  -par  m  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  le 
plan  horisontal^  et  par  /S  Tangle  de  l'intersection  ■  de  ces  deux 
plans  avec  Taxe  des  abscisses  ,  on^  suit  que  le  cosinus  de 
l'angle  tt,  a  pour  expression 

cos  «  c=  ;     d'où     Ung  «  =  V'a»+  b*  7 

a  et  b  étant  les  tangentes  trigonomé triques  des  angles  que  font 
les  tracés  du  plan  tangent  dans  les  plans  verticaux  ^  respecti- 
vement avec  les  azea  tracés  dans  le,!  plan  horisontlil.  L'inter- 
section du  plan  ss=:zap-{'bq^c  avec  celui  des  xjr,  a  pour 
équation 

a  c        .  -  a  ■ 

9=  — yp  — y,     donc     tang/3  =  — y, 

et 

b  .  a ^ 

cos  jg  =  ---     .     ,      y    sm^=— T        ,       ■ 
y^tf»  +  6*  Va*  +  b- 

De  ces  ^expressions  de  tang  «^  Cos  fi,  ^in^,  on  déduit  encore 

a  =  sin  /S  tang  h  ,    6  =  cos  fi  tang  «• 
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Si  on  remplace  a  par  -j — ,   b  par  -=— ,  on  aura 

t,ng.=|^{(0+(^)],    un64  =  --|-, 

élémens  qui  serviront  à  fixer  la  position  du  plan  tangent  aa 
point  de  contact  x^  jr  ^  z. 

Si  rëquation  de  la  surface  est  de  la  forme 

on  en  déduira  (chap.  XIII,  pag.  ig0 ,   197)  cellec»ci 
du         du      àz  du         du    d«  

dT  +  lT'd^^^'   17+ d7d7~''' 

d8  • 
en  sorte  que  le  coefiGcienâ  a  d'abord  représenté  pair  -r—  >  le 

du      du  _       .  ,    .     ^*      ,     .     j     ^'^  .^" 

sera  par-  :-= — •  et  b  qui  était  -r— ,  deviendra-r—  '-\ — • 

^  da?     d«  '  ^     ^  ày  ^  ay     àz 

Or  les  équations  des  projections  de  la  normale ,  trouvées  ci^     • 
dessus  y  pouvant  être  écrites  ainsi 

dz  dz 

di        ,         dz 

on   sait  que  les  cosinus  des    angles  JC,    K  et  Z  qu'elle   fait 
respectivement  avec  les  axes  des  x  ,y  et  z,  sont  * 
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cosX=z 


vm+m^ 


Y+. 


cos  K  = 


il 


l/(0+(^)"+. 


COS  Z  =   ■    — 


n 


dz  \»      /  dz  \* 


Maintenant  si  on  remplace  -p-  et  — -  par  les  valeurs  que  nous 

venons  de  déduire  de  F{Xyjr,  z)  =  0;OQ  trouvera  [ces  for- 
mules très-usitées    # 

du  du  du 

cosX=f^-r — ,    cosK=Jr-r— >     cosZi=:f^-,— , 
da?  d/*  dz 

en  faisant^  pour  abréger, 


On  pourra  étendre  aux  sur^ces  courbes  la  théorie  deo  cou- 
tacts  que  nous  avons  exposée  relativement  aux  lignes  courbes, 
et  en  déduire  des  résultats  semblables. 

Soit  y  à  cet  effet,  Téquation  de  la  sphère 

s  =  cJ^yf\K-  —  {p  —  aY^{q  —  hy\, 

Pi  <IjT  étant  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  «le 
la  sphère  I  "a^  h^  c  celles  de  son  centre ,  et  R  le  rayon.  En 


9  * 
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changeant  dans  cette  équation  p  ^  ^ }  ^  ^ti  ^  j  y ,  x,   elle 
devient 

Si  Ton  observe  que  x  et  ^  sont  deux  Variables  indépendantes  ^ 

.      d-8 
on  trouvera  pour  le  coefficient  différentiel  -^ —  ^ 

dz  X  —  u  X  —  a 

dïc  ~""  yj  {ti^  —  [x  —  ay  —  {y  —  b)^\  ~         z  —  e  '' 

dz 
et  pour  le  coefficient  difSéreittiel  -r —  • 

dx X  —  h  _       y-^h  , 

éy—       y/\R-—i^x  —  aY  —  Tx  —  hy\  z^c' 

de  sorte  qu'on  a  ces  trois  équations  de   condition 

{z  —  cy+(y^by  +  {x  —  ay  =  R-, 

# 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  trois  constantes  a  |  bjC, 
dont  les  valeurs  seront 

ûz 

dx 

asssx-^ 


dr  S  •    •   •   (^ 

br=sy  + 


W Il ■  P  I        I         I' 


Vi'H^yHwï) 


i/{-+(S'+(^)"} 


«t  te  rayon  H  sera  «ncore  arbitraire. 
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La  sphère  détermiiiëe  par  ces  élémens  sera  donc  tangente 
à  la  surface  courbe,  et,  par  conséquent,  son  rajon  R  sera 
normal  à  celte  surface  -,  ^nsi ,  en  regardant  la  valeur  de  ce 
rayon  comme  indéterminée ,  les  trois  quantités  a^  bj  c  seront 
les  coordonnées  de  la  normale  à  la  sur&Ce.  En  eUet,  des  deux 
derhières  équations  {A)  y  on  déduit 

T3T~""d7' 

et  de  la  première  et  de  la  dernière 

Q'^  X  d« 

c  —  z  "^        dx 

Ces  équations  reviennent  à  celles-ci  ^ 

dz 
dy 


J  —  7-=  — -r-(C— ,Z), 


du 

a— ar  = '— -gi^  (c  —  z); 

et  en  notant  les  coordonnées  a^  b,  c  par  p,  Çy  ^9  on  re« 
tombe  sur  les  équations  de  la  normale  trouvées   (p«g-  363). 
Pour  que  la  sphère  devînt  osculatrice  de  la  surface,  il  fau- 
drait encore  pouvoir  satis&ire  aux  trois  conditions  dôniiées  par 

,  ■  d*z  d*z  d^z        ,         ,       .         j, 

les  égalités  des  -; — ,     ^     ^     »  -r-r»  o*°*  ***  ^^^^  ^^^^ 

loppemens;  mais  comme  il  ne  reste  plus  qu'une  arl>itrajre  21, 
il  est  clair  qu'on  ne  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  équations  ç 
d'où  il  suit  qu'il  est  impossible  de  trouver^  en  général,  une 
aphère  osculatrice  d'une  surface ,  comme  on  trouve  le  cercle 
osculatejir  d'une  courbe  ,  c'est-à*dirc  ,  une  sphère  qui  ^t 
avec  la  surface ,,  un  contact  du  second  ordre. 

Mais  si  parmi  toutes   les  sphères  louchante»  >  il  ne  peut  y 
en  avoir  aucune  qui  devienne  proprement  osculatrice  de  4a 

w 
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surface  j  on  peut  du  moins  déterminer'  celle  qui  sera  oscrila« 
trice  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  même  surface  i 
pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  supposa  j^  fonction  de  x^  comme 
dans  les  courbes  à  double  courbure ',  et  pour  avoir  alors  un 
contact  du  second  ordre  ^  qui  devient  possible  ^  il  faudra  diffé- 
rentier  deux  fois,  dans^cette  hjrpothèsé ,  l'équation  de  la  sphère 

(«  —  tf  )•  +  (r  —  *)"  +  («  —  <^)'  =  «•.  •  .(0 

on  %ura  d'abord  (  chap.  V  ) 

àz 
en  observant  que  --= —  est  le  coefficient  de  la  différenlielie  de 

j^ prise  par  rapport  à. la  variable  x  en  dehors  de  J^y  et  que 

d  **      dv 
"T"  '  ~Â —  *^*  celui  de  la  différentielle  de  i,  prise  par  rapport 

à  ;^;  en  tant  qu'tlle  est  fonction  de  x.  On  trouvera  de  la 
même  manière 

"^  Vdï^"'"^d^diTdFv5i>'   '^'^d^-)^^~'^''~^' 

La  première  équation  est  déjà  satisfaite  par  les  équations  trouvées 
plus  haut.^  savoir  : 

(3)...a: -- fl +  -j^{x-.  c)r=o  jr— ft  + -l(z -.  c)  ===  o...(4) 

ce  qui  doit  être^  parce  que,  la  courbe  est  tracée  sur  U  sur- 
idiCt  par  le  point  où  cette  surface  est  touchée  par  I^  sphère* 
Ainsi  y  il  ne  reste  qu'à  satisfaire  à  l'équation  précédente,  qui, 
à  raison  de  la  seconde  ^ti  deux  équations  ci-dessus,  se  réduit 
à  celle-ci 
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>+(l)"+(Ë+'5fë' 


Ainsi  les  ëquatioBS  (i),  (a)  et  (5)  sont  les  trois  conditions 
suffisantes  pour  un  contact  du  second  ordre  ,  lorsque  z  est 
fonction  de  la  seule  variable  x  y  ainsi  qu'on  le  suppose  dans 
cette  question  ^  et  comme  on  a  déjà  employé  (i)  avec  (3)  et 
(4)  P^^^  avoir  les  équations  (A)  ^  il  restera  à  employer  l'éqUa* 
tion  (5). 

Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  (5)  la  valeur  de  s«-o 
trouvée  plus  haut  j  on  pourra  déduire  de  l'équation  résultante^ 
la  valeur  de  Rj  qui  sera 

,,  ^  (■+(£)'+(s+yl)')K(-+(Ë)+(gy) 

dx*  dxdj^  da?      dj^  \dx/ 

Connaissant  ainsi  le  rajroti  It  de  la  sphère  osculaire,  on  anra^ 
par  sa  substitution  dans  les  formules  (A)  qui  donnent  a^beXCg 
les  valeurs  de  ces  coordonnées  du  centre. 

La  quantité  -— ,  qui  entre  dans  les  eipressiotts  précédentes  ^ 

dépend  de  la  courbe  qui  est  la  projection  sur  le  plan  bon* 
sontal ,  de  celle  qu'on  considère  sur  la  surface.  Cette  courbe 
étant  arbitraire  y  on  peut  chercher  celle  dans  laquelle  le  rayon 
de  courbure  R  sera  un  maximum  ou  un  minimum  ^  et  .pour 
cela ,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à  zéro  la  difiérentielle  de  l'exprès- 

dr 
lion  de  R  ^  regardée  comme  fonction  de  -r-  ;    mais  pour 


à^O  LlÇOKf 

tiiaplifier  le  calcul ,  nous  observerons  que  puisque   les  trots 
équations 

*  — ^  +  -5^(«— c)  =  o,    y  — 6  +  — (z  — c)  =  o, 
donnent 

U  maximum  ou  le  minimum  âe  R  ^  relativement  à  -^f 

dx 

répondra  au  maximum  ou  au  minimum  de  C|  la  seule  des 

trois  coordonnées  de  R  qui  entre  dans  son  expression ,  parce 

que  les  coordonnées  x  ,yet  z  relatives  au  point  de  contact,  sont 

constantes  :  il  n'y  aui^  donc  qu'à  prendre  la  différentielle  par 

rapport  à  •—-  y  de  l'équation  trouvée  ci^dessus ,  savoir  : 

/drv       /dz       d^dfV 
.    /d"z  d»z.  dr       d*z  /drV\  , 

+fc+^d^-di+ïFw;^'-"^="' 

en  supposant  nulle  la  difTéreâtîelIe  de  c  par  rapport  à  -y-  y 

dy 
c'csl-à-dîre ,  en  ne  regardant  que  — —  comme  variable  :  on 

ilX 

aura,  de  cette  manière,  cette  équation 

/  X      ^r  ,  ds/dz   ,  dzd^N'     /  d'z     ,  d»z  d^N  ,         , 


x>B  CiLcux<  dipperentibl;  5^1 

laquelle  ëUnt  combinée  avec  la  précédente,  servira  à  déter^^^ 
rainer  -p-  et  c. 

s;  on  multiplie  (a)  par  ^,  et  qu'on  retranche  le  produit 
de  (.t)y  on  aura  l'équation  plus  simple 

Par  rélimination  de  z  ~  c  entre  (2)  et  (5) ,  on  aura  une 
équation  en  --j^'  de  celte  forme 

en  faisant,  pour  abréger, 

\         Kd^y  y  éxdx        d x     dy      dj-*  ' 

'=0+(è)-)^-0+(v)")5-. 

C  — /^i  4-/^-iiV^-i!f_        d^      dz      d-z 

~V  '*"Ux>'y"d^"""''d^'d^--5^^         * 

aa  résolution  donnera  ^ 

dx  2-^  ^ 

équaUon  dû  premier  ordre  en  x,  y,  -p-,   puisque  z  étant, 

par  la  nature  de  la  surface,  une  fonction  donnée  de  x  et 7-, 
les  quantités  A  ^  B  ^  C  feront  aussi  des  fonctions  données  de 


1^  iMçom 

âT  tt  j"f  éàao  (  chftp.  VIII  )  Tëquadon  primittre  «bsolaê  ea  ^ 
ttjr  renfermera  une  constante  arbitraire ,  et  représentera,  à 
raison  des  valeurs  qu'on  peat  donner  à  cette  constante,  une 
infinité  de  courbes  qui  seront  Snr  le  plan  des  je^  ,  les  pro- 
jections des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  de 
la  sur£sce  proposée. 

Si  on  combine  les  deux  équations  (%)  et  (3)  de  manière  à 
fti«  di.p.t*ltr.  le.  terme.  oJ.  ^  e.1  «ultipUi  p.r  z-c, 

on  en  tirera 

(•djsyxd'x       dx   iz     d*z  djr 

_      ^'^vS//djr»"'dx*^'d^  d^ 

^'^^^  ^  ^j,^  Y       d'«  d»z 

Vdrdf/  ~  d»*'c^ 

dr 
Donc  substituant  la  Talenr  de  t^  9    et  fidsant  de  phn 

djp 

on  aura 


M=M^C 


(d'z    d»z        /'  d*»  yx 
dx**35^~ldid7/-/ 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur  dans  R  (  pag.  Syo  )  ^  s» 
on  obtient 


Vdjr»  d^»      \dxàjj  / 


=*^  o+ca +Cç)') 
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Lies  deux  yaleurs  du  radical   donnçnt    Pane  le  maximum^ 

Fautre  le  minimum  du  rayon  R» 

Il  passe  donc  par  chaque  point  de  la  surface  deux  courbée 

qui  répondent  l'une  à  une  ligne  de   plus  grande  ^  et  l'autre 

à  une  ligne  de  moindre  courbure  5  et  l'angle  sous  lequel  elles 

*  "  n  dy 

ce  coupent  9  dépend  de  b  double  valeur  de  la  quantité --p-^' 

ipi  représente  la  tangente  de  Pangle  formé  par  la  tangente  à 
chacune  des  courbes  de  projection  sur  le  plan  des  xy^  avec  l'axe 
des  op*  Or ,  comme  la  position  du  plan  des  ^  est  arbitraire ^  on 
pent  supposer  que  ce  plan  coïncide  avec  le  plan  tangent  de  la 
surface  j  ou  que  le  plan  tangent  de  la  surfiice  soit  celui  de 

dr 
projection  de  ces  deux  courbes  ;  alon  les  deux  valeurs  de  -^  y 

deviendront  les  tangentes  des  angles  que  feront  avec  un  même 
axe  pris  dans  ce  plan  ungent,l^s  tangentes  aux  deux  branches  de 
plus  grande  et  de  moindre  courbure  ^  par  conséquent  la  différenoe 
de  ces  angles  sera  l'angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se 

dv 
coupent  'y  nommant  donc  y  et  ^  les  deux  valeurs  de~-  ^  la  tan« 

^  dx 

gente  de  cet  angle ,  sera  par  les  formules  cpnnues  . 

y  — ^  _  y/jB-^ljAC) 

nais  nous  avons  trouvé  (  pag.  364  )• 


pcmr  tangente  de  nncUnaison  «  du  plan  tangent  sur  celhî 
des  X fjr\  donc,  dans  l'hypothèse  actuelle ,  on  doit  avoir. .«^ 

lang  A  =  Oy  ce  qui  ne  pent  avoir  lieu  sans  ^  011  ait  -^  =s  o  ^ 


374 

àz 
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==  o.  Faisant  donc  dans  les  expressions   de  Jl ,  B  ^  C  ^ 


dz 


=  o  y  on  trouvera 


^    d*x    ^        d»*  d*z  d»* 


ce  qui  donne 


wrf— Cc=o. 


Ainsi  la  tangente  de  l'angle  dont  il  s'agit ,  sera  infinie ,  et 
par  conséquent  l'aBgle  sera  droit.  D'oii  l'on  doit  coDclore ,  en 
général ,  que  les  lignes  de  plus  grcaide  et  de  moindre  courbure 
d'une  surface  quelconque  y  se  coupent  toujours  sous  un  angle 
droit' 

Nous  chercherons  à    exprimer   le  rayon  R  au  mojren    du 

plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  de  courbure,  que  nous  dd- 

bignerons  par  p'  et  p^. 

dz  dz 

Les  hypothèses  -^ —  =  o ,  -3 —  =  o  faites  dans  l'équation  , 

U  réduisent  k  celle-ci , 

_  d*z        d»r 


d»z 
djçdjr 


dx 


on  a 


sorte  quf  représentant  par  m  et  m' les  deux  valeors  de  -p  > 

mm'  -}-  I  =  o  I 


ee  qu'on  savait  déjà. 


-# 


N 
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Si  Von  fait 


-  dxdj-         '    do?*         '    d^-         ' 

dr 

rëqnalion  en  —-  peut  se  mettre  sous  l'une  et  l'autre  forme  p 

«»*+('■ — /)m  — *  =  o,    5+ =o, 

^  /w  ni* 

des<[aellet  on  conclut  5  t=  o  ,  et  pour  m  a=  o ,  et  pour  m  :r^  oo  ; 

•d»z 
donc  ■-      .  ■'  =  o.  Ainsi  l'une   des  tangentes  étant  prise  pour 

le  nouvel  axe  des  x  dans  le  plan  tangent  ,  l'autre  sera  l'ate 

dz  ds  d»z 

des  j^.    Ces  conséquences  ^=0,  y-=o, -;j — -r-=0;   repor- 
tées dans  l'expression  {B){ page  869  )  font  trouver 

dy 
en  observant   qu'ici  le  -p  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait 

avec  le  nouvel  axe   des  x  qu'on  vient  de  déternuoer^  la  tan- 
gente k  la.  courbe  à  laquelle  la  sphère  du  ra^on  A'  est  oscu- 

•  dv 

laire.  Nous  désignerons  autrement --p— par  tang  F^  en  sorte 

qu'on  aur»  aussi 

(£) R'=   ^  +  *«"Jt'y 


r  +  /  uiig»  ^       r  cos*  y+ 1  sin'  F 
Il  s'agit  maintenant  d'introduire  dans  cette  dernière  formula 


-,* 


i 


les  plus  grand  et  ptos.  petit  rayons  de  courbure  f '  tl  ^,  A  cet 

dv  dy 

effet,  on  fera  successivement  dan^  (D)  -j — -s=5  o,  et  ■  >■    -  =  oo  - 

aa:  dx  ^ 

hypothèses  qui  donneront 


r  / 


I  I 

Or  •— ^tant  le  phi?  grand  rayon  âé  courbure  p';  et  —  h  plu« 

petit  fff,  on  trouve  par  ces  substitutions  da^s  (^E) 

^'"^T^cos»  f'+p'sin»  f^   ^^^' 

expression  qu'on  meAra  aisément  sous  la  forme 

La  propriété  du  maximum  et  du  minimum ,  n*est  pas  la 
sente  qui  caractérise  les  ti^ea-  da  plua  grande  et  de  moindre 
courbure }  elles  san4  encore  distinguées  par  rapport  à  leurs 
développées  ^  nous,  allons  donc  chercher  les  conditions  néces- 
aaires  pour  qua  le  rayon  de  courbure  aoil  partout  tangent  à 
la  courbe  des  centres ,  et  pour  cela  nous  nous  servirons  d'une 
analyse  semblable  à  celle  qui  a  été  employée  (pag.  234i  355). 

Mous  difKreatîaPQna  par  rapport  à  «^^,  s,  a^  è^,  Cy  d,  Rltiê 
trois  équations  (  Mg.  570  ) 

(x— «)-+(^  — *)-  +  (z  — c)»s*:JRS 

en  regardant  j^  comme  fonction  de  x,  et  z  comme  fonction 
as  il  jr^  et  sqo*  auvona^  en  désignant  par  é^  V  y  c^^R', 
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les  coefficiens  des  difTërenlieUes  partielles  dta^bjC^Rf  prises 
par  rapport  i  x, 

—  {x  —  a)a'  —  {y-^b)b'—{x  —  c)c'  =  RR% 
6x/:dx        â*    ^y\,,  ^  /'•^'»  .     ^*9     à)r\ 

dz 


-«'-«'  dr=°' 


dt 

or ,  d'après  les  équations  (a)  ^  (5)  (pag.  870, 371),  ces  deux  der-  ^ 
nières  se  réduisent  k 

iz  Az 

et  sons  les  conditions  tronyées  pins  haut ,  savoir  : 

«  — a+^(x— c>=a,   jr— ft  +  —  (j  — c)=o; 

la  première  devient 

—  («  — fl)a'— (J-— *)4^— («  —  cjc'ssiW* 
Mais  on  a  itowré  (  pag.  566) 


$7^  LBÇOBTf 


«— a=  — 


<ïx 


y-H^jHwï' 


R 


ds 


^_4= ^^y 


z—c  =  + 


R 


V'^^y+m 


-9 


donc ,  par  la  subslkution  de  ces  Taîeurt ,  cl  de  celles  de  c*  et  b* 
dans  ré4uation  précédente  ,  on  aura 


R 


et  Cûnséquemmenl 

R'± 


l^"+(è)"+(v)' 


K»+(0+(0 


La  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations ,  est 

Ttt'»  +  6'»  +  c'*  ±=  H'» ,     d'où  R*  =  v/a'»-{-6'»4.c''> 


^ 
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c'est-à-dire,  ca  prenant  a  au  lieu  de  x  pour  Variable  indé- 
pendante , 

AR 
àa 


-v{*m<^)v 


d'où  l'on  conclura  (  pag.  548  )  que  la  quanlité  R  est  égale  à  Tare 

de  courbe  dont  a^b^c  sont  les  coordonnées  :  cette  courbe  sera 

donc  la  véritable  développée  des  lignes  de  plus  grande  et  de 

moindre  courbure ,  et  ces  lignes  seront  les  seules  sur  la  surface  ^ 

qui  puissent  avoir  une  développée  formée   par   les  rayons  de 

courbure. 

Nous  allons  déduire  de  l'équation  du  plan  tangent  |  celles 

des  surfaces  cylindriques ,  cooiques  et  de  révolution ,  et  dana 

ces  applications    nous    désignerons  les   coordonnées  générales 

par  X  ,  jr  y  z  f   et  celle  d'un  point  particulier  par  XjVy  Z, 

j*.  Des  surfaces  cylindriques.   Quelle  que  soit  la  position 

du  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique,  ce  plan  sera  loiir 

jours  parallèle  à  la  génératrice*  Cela  posé,  soient 

les  équations  d^nnè  droite  parallèle  à  la  génératrice  dà  cy- 
lindre, et  passant  par  Torigine  des  coordonnées.  L'équàtioo 
du  plan  tangent  mené. par  un  point  X,  K^  Z  de  b  surfaea, 
sera  (pag.  362  ) 

•  •  »    r  , 

Or  j  pour  qne  le  plan  et  la  droite  soient  parallèles  ,  il  faut  qu'on 

-  dZ        dZ 

•ail  (Géom.  aaaljt*  )  f  entre  ica  oo^cîans  a  p  *^-^Tv"  i  'ïïy*> 

la  relation 

dZ   ^,    dZ  . 

laquelle  exprime  qu'une  surface  est  cylindrique ,  sana  cqi«iK« 


daot  nea  prononcer  soi*  la  nature  de  la  conxbe  ^  dirige 
le  mouvement  de  la  génératrice  y  puisque  l'éqûalion  de  cett^ 
courbe  n'entre  pour  rien  dans  le  résultat  (^). 

On  pouira  donc  résoudre  eetie  qoest^n  :  connaissant  Im 
direction  de  la  généralrice  ^  trouver  Véquation  de  fa  surface 
cjrlindriqUe  qui  enveloppe  une  surface  courbe  donnée» 

Soit  FiiCjy^  z)z=:2  0y  Téquation  de  la  surface  donnée  , 
^ui  doit  être  satisfaite  par'  les  coordonnées  X^  Y  y  Zz 
a|>rèf    en  avoir   tiré   les  valeurs   des  coefficiens   dîfTérentiek 

9     ly  ;  o^  ^^s  substituera  dans  l'équation  {A)  des   sur- 


dX  '    dV 

laces  cylindriques I  et  l'équation  résultante  J(X,  Y ,  Z)  =0 
appartiendra  à  la  courbe  de  contact ,  puisqu'elle  appartient 
à  la  suite  des  points  de  la  surface ,  '  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  continuellement  parallèle  à  une  Hgne  donnée  et 
fixe  de  position  :  mais  cette  courbe  étant  aussi  sur  la  sur/ace 
l^ropeaée  9  il  s'ensnit  que  ses  deux  équations  seront 

F{X.Y,z)T=o,  /(jr,  r,Z)  =  o, 

dételles  on  déduira  lef  projections  de  cette  conrbe. 

£î  l'on   difEérentîe   l'équatîon  i/r=/'*(a:,7',  z)=o  de  )•, 
«v&€a  donnée)  rapportée  aax  coordonnées  X^  Y^  Z^on  aara 

(P«g- »9^>  «97) 

dJf+dZ  dX""^'      dr+dZ  dY~  ^^ 

dii     ■  du      du 
M  -ny   -Tytf  -jrf  soni  foaetioas  des  trois  variaMea  AT,  Y 


«t  z ,  el  de  là 

dZ 

dx 

du 
dX 

.    4« 
•  dZ' 

dZ             du 

dv        dr  ' 

du 
dZ* 
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/» 


les  denx  points  indiquant  un  quotient  ;  substituant  ces  va* 
leurs  dans  Téqualion  ÂifFérentielte  des  surfaces  cylindriques  j  on 
trouve 

du  dif         du 

qui  appartient  à  la  ligne  de  contact  ;  et  qui  équivaut  à ] 

Cela  posé  y  si  la  génératrice  est  parallèle  à  l'axe  des  z,  on 
m  a=Oy  bsrxo  ,  et  Téquation  de  la  courbe  de  contact  se 

au 
rcdait  à  -7^=0.  Eliminant  Z  entre  cette  équation  et  celle  de 

f 

la  surface  donnée  F  {Xy  F,  Z)=  o  ,  on  aura  l'équation  de  la 

projection  de  la  ligne  de  contact  sur  le  plan  des  x;^ ,  et  par 

conséquent  celle  de  la  courbe  qui  termine   la  projection  dé  . 

la    surface  sur  le  -  même  pkn ,  courbe  qui  sert  de  base  au 

cylindre. 

Si  la  génératrice  est  parallèle  aux  â: ,  on  a  a:=oo ,   et  l'équa- 

*  d» 

lion   de    la   courbe    de   contact    se  réduit  à  *r-v  =  o  ;  donc 

dA 

éliminant  A* entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  donnée, 
on  aura  l'^uatipn  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le 
plan  des  yz ,  et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  ter- 
mine la  projection  de  la  surface  sur  le  même  plan. 

du 
Enfin  .  éliminant  Y  entre      ^  =  o  et  celle  de  la  surface 

dx 

donnée ,  on  aura  l'équation  de  la  cocu'be  qui  termine  la  pro- 
jection de  lu  Surface  sur  le  plan  des  xz. 

a*.  Dés  surfaces  conùjfues.  Un  des  caractères  des  surface» 
coniques ,  celui  qui  les  distingue  ^  est  que  le ,  plan  tangent 
passe  toujours  par  leur  sommet.  Soient  donc  a,  by  c^  les 
coordonnées  de  cepoînt|Ct  X,  F,  Z,  celles  d'ta  antre  point 


iS%  Leçons 

de  la  surface  y  par  lequel  doit  passer  le  plan  tangent.  L'éqaa.* 
lion  du  plan  tangent  au  point  A,  V^Z,  est 

âZ dZ 


z  —  Z  = 


^^(,_;t)  +  _(^^r) 


et  comme  il  doit  aussi  contenir  It  sommet  du  cône,  elle  de- 
vient 

ûZ  6Z 

c^Z=-^(a-X)+—[b-r)...{B) 

équation  qui  se  rapporte  à  une  surface  conique  y  sans  cepen— 
d<int  rien  supposer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  lui  sert 
de  base. 

On  pourra  donc  résoudre  ce  problème  :  éianl  données  les 
coordonnées  du  sommet  y  trouver  Véguation  de  la  surface 
conique  individuelle  circonscrite  à  une  surface  courbe  donnée^ 

La  ligne  suivant  laquelle  se  touchent  la  surface  donnée  et 
la  surface  conique  demandée  p  étant  y  en  général  ^  une  coiirbe 
À  double  courbure ,  il  faudra  ,  pour  en  déterminer  les  équa- 
tions  y  observer  que  pour  toift  les  points  de  cette  courbe  de 
contact ,  l'es  deux   surfaces  ont   le   même  plan  tangent  y  et 

qu^ainsi  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  -jrryy  -t7>>  dé- 

d-^      dj 

duites  des  équations  de  ces  deux  surfaces  |  sont  les  mêmes. 

Cela  posé  y  soit  F  {x  y  j'y  z)  =  o  l'équation  de  la  surfaca 
enveloppée  par  la  surface  conique ,  laquelle  doit  être  satis- 
faite par  les  coordonnées  Xy  Y  y  Zi  on  en  tirera  les  valeurs 

de  -"Tv"»  "i  y*»    qu'on  substituera  dans    l'équation  [B)  des 

surfaces  coniques ,  et  on  aura  une  autre  équation  / {Xy  YyZ):=zo\ 
ces  deux  équations  F  {X,  YyZ  )=oi  f{Xy  Y,Z)=o  ,  seront 
celles  de  la  courbe  de  contact.  ^ 

Supposons  y  on  prehiier  Jieu  ^   que  la  surface  à  laquelle  la 
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«urface  conique  doit  être  circonscrite ,  soit  du  second  degré  ^ 
et  représentée  par  Féquation 

ce  qui  donnera  pour  X^  Y  ^  Z  ^  en  place  de  »  j  jr  j  ^^  cet 
coefEcîent  différentiels 

àZ  PX+P'Y  +  N'Z  +  P^ 


dX  N'X  +  M'  Y+  MZ  +  M^ 

dz  _      P'X-Y  A^y+  M'Z-\^m 

f  ubstituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (jB)  ,  et  retranchant 
Féquation  du  second  degré  ^  on  aura 

Z{N'a+  M'b  +  Mc  +  M^) 
+  Y{P'a+  Nb  +M'c+Nf) 
+  XiPa  +P'Ô  +N'c+P'f) 
+        PUa  +  N^b  +Mfc+  I     =  o  > 

équation  qui  appartient  à  un  plan  ;  d'où  il  suit  que,  pour 
toute  surface  du  second  degré  ^  la  courbe  de  contact  avec 
une  surface  conique  circonscrite ,  est  toujours  plane.  Si  la 
surface  est  du  degré  m  ,  su  courbe  de  contact  avec  une  surface 
conique  circonscrite  ^  est  du  degré  m  —  i  • 

Soit^  en  second  lieu  ^  Téquation  de  la  surface  enveloppée 

Mz^+Ny  +  Px^  +  iiQz+7LRj'+ikSx=x.  ^  .(O 

forme  sous  laquelle  peut  être  mise  Téqualion  générale  des  sur* 
faces  du  second  degré  j  on^n  tirera 

àZ  _         PX+  S         àS  _        NV+R 
dX~       MZ  +  Q*     dY'^        MZ  +  q* 
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P«r  la  substîtation  de  ces  valeurs ,  l'équation  de  la  sorface 
conique  (B)  deviendra,  après  avoir  réduit  diaprés  la  relation  (i) 
dans  laquelle  on  a  remplacé  x ,  jr ,  z  par  X ,  V ,  Z  ^ 

{Mc+Q)Z+{m+R)  r^Pa^)X+{Sa+Rb+Qc+i)=o, 

que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme 

«  yc  +  /si  +  «a  +  ^  =  o  •   •   •  (2) 

équation  qui  appartient  à  un  plan ,  puisqu'elle  est  linéaire  en 
Xy  Y  et  Z.  Des  équations  (i)  et  (a)  qui  sont  F{X,  Y,Z)  =  o^ 
fiXj  y^  Z)  =±  o,  on  conclut  que  la  courbe  de  contact  d'une 
surface  quelconque  du  second  degré  et  d'une  surface  conique , 
est  toujours  plane. 

I  II  est  évident  que  le  plan  qui  contient  la  courbe  de  con- 

tact,  sera  fixe,  si  les- coordonnées  Oyb^  c  sont  fixes  elles* 
mêmes,  puisque  toutes  les  autres  quantités  M,  Ny  P j  etc. 
qui  entrent  dans  l'cquation  de  ce' plan  sont  constantes  ;  mais  que 
sa  position  varie  arvec  le  sommet  du  cône.  Supposons  que  ce 
sommet  se  mçuvesur  la  surface  de  l'équatTon 

Jbf'c»  +  N'b*  +  P'a^  =  I  .   .   .  (5)  X 

si  Von  considère  deux  positions  consécutives  du.  plan  de  la 
•  '  courbe  de  contact ,  correspondantes  à  deux  positions  infini- 
ment voisines  du  sommet  du  cône ,  les  coordonnées  X,  Yf  Z 
de  la  droite  intersection  des  deux  plans  ,  seront  constantes^ 
tandis  que  celles  a  ^  & ,  c  du  sommet  auront  varié  \  pais(]pe 
les  premières  se  rapportent  à  la  suite  des  points  du  plan  de 
la  courbe  de  contact,  dont  les  coordonnées  ne  varient  pas, 
quand  le  plan  lui-même  a  infiniment  peu  varié  de  |K>si<ios 
par  le  déplacement  infiniment  pe|i^  du  sommet  ;  les  équations 
de  cette  droite  seront  donc 

yC  +  z^i-t*** +'=©>    ydc  +  jSdi  4- «da  s=  o  •   •   «(4) 
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imaîs  il  faut  dire ,  de  plu« ,  que  le  sommet  de  la  surface  co- 
lique se  meut  sur  la  surface  directrice,  ou  d'une  manière  com* 
patible  avec  la  nature  de  cette  surfece ,  ce  qui  donne 

Af' cdc  +  N'bàb  +  P^aûa  s=:  o. 

Eliminant  de  entre  celte  équation  et  ia  seconde  det  deo:^prÀ 
'cédentes  ^  on  aura  ce  résultat , 

AL        , 
(  M'tsc  —  iV'yi  )  5^  +  (  M'aC — P'ya)  --  o. 

Or   la  direction  suivant  laquelle  le   point  se  meut   sur  ]« 

surface  (3),  étant   arbitraire,    il  en    est  de  même   du  rap- 

àb 
po^t    d^  ^"*  *  c^"ï«ne  on  le  sait ,  expritne  l'angle  avec  Taxe  des 

*,  de  la  projection  horisontale  de  la  roule  du  point  dans  l'espace  t 

j        d^         o 
x>n  a  oonc  t-  ^  —  >    et  consequemment 

(5)  .   •   .  M'fic—N'yb  =  o^    A/'«c  —  P'ya  =  o  •   .   .(6) 

Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  X,  Y  y  Zj  déduites  des 
équations  (a),  (5j ,  (6),  et  déicridnées  par  ces  équations  ,  sont 
celles  du  point  commun  à  trois  plans  de  contact  consécutifs  et 
quelconque»,  point  q«i  est  sur  le  plan  (a).  Ce  plan  variable  do 
positîo\>  par  a ,  6  ,  c,  est  donc  le  lieu  de  tous  les  poinU  pa- 
reils fournis  par  d^autres  posiU'ons  du  sommet  du  cône  enve« 
loppant,  et  consequemment,  il  est  le  plan  tangent  à  la  surface 
formée  de  Xow^  ces  points  X^  F,  Z.  Pour  obtenir  Péquatioa 
de  ceUe  surface,  on  éliminera  a,  b^  c  entre  les  équations  (a), 
(3) ,  (5)  et  (6)  î  à  cet  effet ,  on  multipliera  (5)  et  (6j  respec^ 
tivemeAt  par  &  et  a ,  et  on  aura  cette  somme  de  produits 

a5 
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Ajoutant  de  part  et  d'autre  M'yc* ,  ëlevant  cbacan  des  deux 
membres  aux  carrés ,  et  rëduisant  d'après  les  relatioas  (a)  et 
(5)  j  on  trourera 

y-=:JI/'»/*cS     d»ou      ,^T*     —  ^- 

D'à  vautre  côté,  les  équations  (5)  et  (6)  élevées  aa  carré, 
donnent 

et|  par  conséquent, 

/S»  A^y'A»       «■  P'7*a» 

Faisant  une  somme  de  ces  dernières  équations  et  de  l*éqaatiom 
identique  -jr-=r  si=  -rrgp ,  il  vient ,  après  les  réductions  ^ 

V*        /8*        «•  y*    . 


• 


7 

mais  ■■  ^,     ■  =  /"  2  donc 

/V'/'y  +  M^P'fi^  +  JITA^'a»  =  M'BFP'^  .  .  .  (7) 

résultat  indépendant  de  a,  i,  c,  et  qui  est  du  second  degré 
euXf'Y f  Z«  puisque  «,  /8, y  sont  des  fonctions  linéaires  de  ces 
variables.  Donc  si  une  surface  conique  touche  et  en¥eloppc 
constamment  une  surface  courbe  quelconque  du  second  degré^ 
pendant  que  son  sommet  parcourt  une  autre  surface  du, 
second  degré ,  située  comme  on  voudra  dans  Vespace ,  mais 
douée  d^un  centre  |  le  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces ,  touchera  0ujours  une  troisième  surface  du  second 
degré. 
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Vojex  encore  les  Mémoires  de  MM.  Livet  et  Bnanchon  ^ 
insères  dans  le  l3^  cahier  du  Journal  de  r£cale  Polytech- 
nique. 

3*.  Des  surfaces  de  révolution.  Une  des  propriétés  carac- 
téristiques des  surfaces  de  révolution ,  et  qui  est  indépendante 
de  la  nature  de  Ja  courbe  génératrice  qui^  en  tournant  autour 
de  Taxe^  engendre  la  surface  ,  est  que  le  plan  tangent  est  tou- 
jours perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  contact  et 
par  l'ax»  de  la  surface  ,  et  qu'on  nomme  pian  méridien. 

Soient  donc 

m 

X  =  Az  -f-  «  j    ^  =^^  ^^  4"  ^  > 

les  équations  données  de  Taxe  de  révolution  ,  et  X^  F,  Z  les 
coordonnées  du  point  de  contact;  l'équation  du  plan  méridien^ 
pu  tant  qu'il  passe  par  le  point  de  contact ^  est  de  la  forme 

z  —  Z—  M{x—x)  +  iv(^— r). 

On  assujétira  ce  plan  à  passer  ptir  l'axe  ^  en  déterminant  let 
deux  élémens  de  position  M  cl  N  y  d'après  ces  deux  équations 
de  condition , 

données  {Elém.  de  Géom.  analjrt.),  et  desquelles  on  tire 
facilement 

N{Jl{b—Y)'-B{a—X)\=:-.{a  —  X  +  AZ). 

Ainsi  l'équation  du  plan  méridien  mené  par  le  point  de  con- 
tact, est 

(z—Z){Aib—r)  —  B{a  —  X)} 
t={b-r+BZ){x^X)'-{a^X+AZ){y-.r). 
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Or,  l'équation  da  plan  tangent  est 

et  ces  deux  plans  seront  rectangulaires  entre  eux ,  si  Ton  « 
la  rtlation  (  Céom,  analyt,) 

A{b^Y)  —  B  {a—X)  \àx) 

a  —  X+  AZ  f^^\i      _ 

A{b  —  Y)  —  B{a^X)  VlFy+V— ^> 

c^est*a-dire , 

Donc  cette  dernière  équation  exprihie  qu'une  surface  est  de 
révolution  autour  d'un  axe  déterminé  de  position  par  les  cons- 
tantes A  j  Bf  a,  b  ,  sans  rien  prononcer  sur  la  nature  de  la 
génératrice. 

On  peut  être  conduit  à  la  même  équation  par  la  considé- 
ration de  la  normale.  En  effet ,  les  surfaces  de  révolution 
jouissent  encore  de  cette  propriété  que  la  normale  en  tout  point 
de  ces  surfaces ,  coupe  toujours  l'axe  de  rëvolutionj.  On  a 
trouvé  (pag.  563)  pour  les  équations  de  la  normale 
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Pour  que  cette  droite  caape  Tnxe,  il  faut  qne  ses  équation» 
et  celles  de  l'axe  aient  lieu  en  même  tenu ,  indëpendamment 
des  valeurs  de  x,jr,Zj  ou,  qu'eii  éliminant  *,  J",  z  de  ces 
quatre  équatlioni/  l'équation  résultante  soit  satisfaite*  Or,  cette 
ëliniination  conduit  encore  à  Téquation  {A). 

Une  surface  courbe  4iant  dupée  par  une  suite  de  plans^ 
parallèles  entre  eux ,  on  demande  l'équation  de  la  ligne  per^ 
pendîculaire  aux  sections  de  la  surface  par  ces  plans. 

Nous  supposerons  la  surface  courl>e  quelconque  ;  lorsqu'ellei. 
est  de  révolution,  et  qne  les  plans  coupans  sont  perpendicu- 
kures  à  l'axe  de  révolution  ,  la  ligne  perpendiculaire  cherchée  est, 
^ridemment  une  ded  génératrices  de  la  surface. 

prenons  pour  plan  coupant  celui  des  xy  ;  car  par  une 
simple  transformation  des  coordonnées,  on  peut  toujours  ren- 
Ver  dans  cette  hypothèse.  L»  courbe  cherchée  ^  en  laul  qu'elle 
est  sur  la  surface,  sera  coniplettenient  connue  par  sa  projection 
sur  le  plan  des  x)r  t  nous  désignetpns  par  jrzzzFx  cette  pro* 
jection.  Pour  qne  la  courbe  cherchée  et  la  section  parallèle  au 
plan  des  xy  y  soient  perpendiculaires  entre  elle^  ;il  faut  que  leurs 
tangentes  au  point  d'intersection  soient  aussi  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  ce  qui  aura  lieu  si  on.  assujétit  les  projections 
de  ces  tangentes  sur  le  plan  xj',^  à  se  rencontrer  à  angle 
droit}  ainsi ^  en  représentant,  ces  projections  par^=ûx  +  «> 

I 

jr^::=a'X'^ûL\  il  faudra  satisfaire  à  la  condition  i  -4-aa'=:o. 

*  dr 

Mais  a  =  -1—  ,  ce  cotflicient  différentiel  étant  déduit  de  l'équa- 
dx 

dr  ' 
tion  jr=  Fx,  et  a'  =  -j^  ^  ce  coefficient  étant  tire  de  l'équa- 

dx 

tion  de  la  surface  ,  en  regardant  z  comme  une  constante  » 
puisqu'il  s'agit  d'une  section  parallèle  au  plan  xjr>  Ainsi ,  con- 
naissant Téquatioa  de  la  surface  ,  on  la  différeintiera  par  rapport 


390  Leçons 

à  X  tlj  ^  on  ëliminera  z  entre  rcqaatîon  et  la  âifférenlieUe» 

cl  de  ce  résultat  on  tirera  la  valeur  de*  -j —  z=r.a'  en  x ,  jr^ 

•  dx 

on  reportera  cette  valeur  dans  la  relation  1  -^  aa'  =  o ,  dans 
laquelle  on  écrira  aussi  -p-  pour  a  ^  et  on  aura  ainsi  Péquallon 

diflFéren belle  de  la  courbe  cherchée,  qu'on  cherchera  à  inté- 
grer :  la  constante  introduite  par  cette  intégration ,  est  de* 
terminée  par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  un  point 
connu. 

Prenons ,  pour  exemple ,  les  surfaces  de  révolution  coupées 
perpendiculairement  à  l'axe ,  et  dont  l'équation  est 

X-  +^«  =  (p^  (*).,.   .  (A/) 

(*)  L«s  Rûrùkce»  de  révolution  doqt  nous  avons  £ail  conoattir  un  caf«c>- 
tère  dislinctif,  en  ont  un  fécond  encore  înd<fpendant  de  Ja  nature  de  l« 
courbe  génératrice;  c'est  que  si  on  les  coupe  par  uo  plan  quelconque  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  révolution  y  ou  a  pour  section  la  circouférence  d'uo 
€ei;cle  doDt  le  centre  est  dans  Taxe  de  révolution ,  et  dont  tous  les  points 
sont,  par  conséquent,  à  égales  distances  d'un  même  point  pris  sur  Taxe; 
or,  les  équations  de  l'axe  de  révolution  étant  comme  ci-dessus | 

celle  du  plan  pcrpendicuLiirc  à  Taxe  sera  (  Géom.  analyt. } 

Ax  +  By  4-  2  3s  « , 

■ 

dans  laquelle  la  quantité  •  détermine  la  position  de  ce  plan,  est  cons- 
tante pour  le  m^me  plan  perpendiculaire,  et  variable  avec  la  position 
de  ce  plan;  de  plus,  Taxe  de  ré voluiiow  rencontre  le  plaa  des  x^y  dans 
un  point  dont  les  coordonnées  sont  x=|a,j^ï=&,  z=o;  et  ci  Vim  re- 
garde ce  point. comme  le  centre  coniroifn  d'une  suite  de  sphères  concen-' 
triques ,  l'équation  jgéuéiale  des  surfaces  'ait  ces  sphèi-es ,  sera 

(x— a)«-4.  (r  — ^)'  +  «*  =  cy 

(Jans  laquelle  le  ravon  C  est  constant  dans  la  même  spbère ,  et  variable  ca 
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en  supposant  que  Taxe  de  la  surface  soit  aussi  celui  des  ^z.  Si 

l'on  différentie  par  rapport  k  x  et  jr  ^  on  trouve 

dy              wC 
af  =  -^  = :  Cette  valeur  portée  dans  i  +  aa'  =  •  • 

^  ^    dy    ^         ^         ^ 

donne  i— n  —  =o,  oui  —  —  •  -j^  ;  a  cause  ue  a  :=  -7^  : 

y  y      àx  ilx 


on  déduit  de  là 


Ax        ày 

ir-T' 


pasMDt  «Tune  splière  à  iine  autre.  Cela  posé ,  si  le  point  que  l'on  contiiièr« 
•UT  la  surface  de  révolution ,  ae  meut  sur  cette  surface  saos  sortir  du  même 
plan  perpendiculaire  à  Taxe ,  il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  sur- 
face de  sphère  )  il  restera  sur  ^  cîrconférence  intersection  des  deux  sur- 
«\  £ices  j  niais  si  ce  point ,  en  se  mouvant ,  sort  du  plan  perpendiculaire  k 
l^axe ,  il  passera  si}r  la  surface  d'une  autre  sphëre ,  eC  sur  une  anti'e  drcon- 
férence  intersection  de  Ta  sorfiice  de  rëvoliiiion  par  cette  nouvelle  sphère, 
et  les  quantités  «  et  C  auront  toutes  deux  varié.  Les  surlkces  de  révolutîoa 
«ont  donc  telles  que  les  quantités  4  et  C* ,  ou  les  quantités  respectivement 
éqtiivalentes  j4x  -HjBx--H  x,  (j:  — « )>  -+-  (7-—  A)»  4-  *•  ,  sont  constaniea 
«nsemLle  et  variables  ensemble  ^  on  a  donc  pour  équation  de  ces  surfaces 
^'  =  f  •  ,  c'est-à-dire , 

(af  —  «)«  H-  (j^  —  a)«  -4.  »•  =  f  {Ax  4-  i^r  -+-  s )  , 

dans  laquelle  f  indique  une  fonction  quelconque  '  dont  la  forme  dépend 
de  la  courbe  génératrice.  Dans  cette  équation ,  -r^jr^  z  sont  les  coordon- 
nées des  points  de  chacune  des  circonférences ,  intersection  de  chacune  des 
sphères  par  Fun  des  plans  parallèles  à  celui  des  x^  y^  de  soru  que  la 
surface  de  révolution  est  particularisée  par  la  courbe  génératrice.  Si  Taxa 
de  révolution  passe  par  l'origiue  et  est  parallèle  aux  s ,  on  a  ^  =:  o  ^ 
i?  =  «,  a  =  o,  ^sOf'et  Téquation  précédente  devient 

«B  oomprenant  dans  p  2  le  IrTme  *-  s*  :  c'ast  Téqualion  (Jf). 
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ëqaation  difFéreutielle  dont  Téquation  primitiye  est 

« 
I  dësignant  an  logarithme  nëpériea^  et  IM  étant  la  constante. 
De  i'égalitë  des  logarithmes  |  on  déduit  celle  des  nombres^  ei\ 
aorte  que 

ce  qui  est  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  ^  droite, 
qui  est  en  même  tems  la  projection  d'une  position  de  la  courbe 
génératrice.  On  voit  confirmée  par  là  cette  propriété  de  f« 
courbe  génératrice  d'être  toujours  perpendiculaire*  aux  sections 
circulaires  faites  dans  une  surface  quelconque  de  révolution. 
lia  même  méthode  s'applique  aux  surfaces  courbes  du  second 
degré  ayant  un  centre }  ces  surfaces  ,  représentées  g«nérale-\ 
çient  par 

•ont  j  pour  L  =  M,  de  révolution  autour  de   Va^^e  dea  4 
(  Géom»  analjrU  )  ;  e(  en  effet ,  l'équation 

1  —  iVz* 
rentre  dans  TéquatioB  générale  {^A)y 


/ 
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.    CHAPITRE    XXIV, 

Cubature  des  solides  ,  et  mesure  des  surfaces 

m 

courbes  qui  ne  sont  pas  de  révolution. 

Soit  z  =^/(x  ,  j)  Pëqaation  d'une  surface  courbe  5  menons 
quatre  plans  parallèles  deux  à  deux  à  ceux  des  xz  et  des  jrZf 
et  cherchons  d'abord  le  volume  F  du  corps  qui  repose  sur 
le  rectangle  xjr^  et  qui  se  termine  k  la  surface  courbe.  Ce 
volume  y  sera  une  fonction  de  x  ^  y ,  que  nous  désignerons 
par  F{x^y^\  en  sorte  que  x  devenant  x  4-  *,  et  j^  devc- 
nant  J"  -f-  ^7  Taccroissement  de  volunie  ;  sera 


+   CtCt 


c'est-à-dire,  la  somme  des  trois  volume^  construits  sur  les 
rectangles  iy j  xk  aX  ik.  Or,  l'accroissement  de  volume  du  au 
seul  changement  de  j:  en  x-f-^'y  c'est-à-dire,  le  volume  qui 
%  pour  base  le  rectangle  iy,  est  exprimé  par 


AF 

dF 

i\^F 

i* 

d^F 

d-F 

àx 

*  + 

dj 

A  + 

dx*  ' 

• 

djrdjr 

îk  + 

djr^ 

dx         dx*    i«a  d^     i.a.i 

et  l'accroissement  de  voKimo  dii  au  seul  changement  de  jr  en 
j^  +  /r,  c'est-à-dire  I  celui  qui  repose  sur  la  base  xk,  est  noti 
|>ar 

dF       d^F    *»         d^F       k^       , 
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Si  de  raccroissement  total  du  volume  corresponâant  aux  ac- 
croissemens  i  de  x  et  k  ie  jr  j  on.  retranche  la  somme 
des  accroissemens  partiels  représentés  par  les  deux  développe* 
mens  précédens ,  on  aura  pour  diflférence  le  volume  qui 
t'appuie  sur  le  rectangle  it  ^  lequel  est  conséquemment  ex- 
primé par 

d»r     , 

ik  +  etc. 


dxàj 


Haas  chercherons  deux  limites  de  ce  volume ^  l'une  toujours 
plus  grande,  l'autre  toujours  moindre  ^  quelque  petits  que  soient 
i  et  k,  ,A  cet  effet ,  nous  mènerons  deux  plans  parallèles  à 
celui  des  xjr,  par  les  extrémités  des  deux  ordonnées  z  et  z^j 
correspondantes  la  première  à  x  ei  y^  la  seconde  a  x -f-  '  et 
y  'i'  kj  et  en  supposant  que  les  ordonnées  z  croissent  toujours 
avec  X  eijr ,  que  la  surface  soit  toute  entière  convexe  ou  con- 
cave vers  le  plan  horisontal  >  et  qu'elle  ne  renferme  pas  de 
points  singnliers ,  il  faudra  que  la  différence  entre  les  parallé- 
lipîpèdes  excédens  et  déficiens ,  savoir  z  ik,zf  —  ikz  soit  toujours 

'd»f' 
plus  grande  que  -r — - —  ik  +  etc.  —  ikz ,  quelque  petits  que 

soient  les  accroissemens  i  et  k^  on  doit  donc  avoir,  après 4a, 
division  par  ik,  Tiuégalité 

d«^  .    â^r     »5  ^   /dz  .      âz 


dxdjr  dx^   i.a.3  ^  Vdx    ^  dy     ^         J 

£n  employant  les  limites  données  (  chap.XIV),  et  des  consi- 
dérations anclogues  à  celles  dont  on  a  fait  usage  (chap.  XVII, 
XXÎ  ) ,  on  prouvera  que  cette  inégalité  ne  peut  avoir  Heu  pour 
des  accroissemens  t  et  ^  aussi  petits  qu'on  voudra ,  à  moins 
que   le  terme  du  premier  membre  ,  indépendant  de  ces  ac- 
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croîssetnens^  ne  soit  nul,   et  alors  ou  a  cette  condition 

d'F  _ 
dxdjr 

La  même  conclusion  aurait  encore  lieu  en  supposant  que  les 
ordonnées  z  allassent  en  diminuant  depuis  x  et^,  jusqu^à  x  •\'i 
^ty  +  k. 

Ainsi  après  avoir  remplacé  z  par  f{x  y  y)^  et  mis  Iç 
premieb  membre  sous  l'une  de  ces  deux  formes  (chap.  XIII) 

— ou  — -T p   sous  la  seconde ,  par  exemple ,  on  aura 


-;^=/(^,r),     d'où     d(i^)=dj./(x,jr), 


intégrant  par  rapportàj^seulemcnl,  puisque  le coefficientdifférèn- 

tiel  d'oii  l'on  part,  est  celui  de  la  différeulicUe  -j—  prise  par  rap- 

djc 
port  \,y ,  on  obtiendra 

d  V 

et  de  la  ^ 

\         ày=ixfàxf{xyy), 

la  seconde  inlégrale  qui  donâe  Vy  doit  être  prise  par  rapport 
à  X  seulement ,  en  sorte  que 

On  indique  ordinairement  ces  deux  intégrales  par  le  double 
signe  /y,  en  cette  manière 


et  on  istèçre  deux  fois  en  regardant  à  volonté  y  d'abord  jt,^ 
puis  y  comme  une  constante  \  et   ayant  soin   de  complet  ter 
chaque  intégrale  par  une  constante  qu'on  déterminera  en  ayant 
^gard  aux  limites  données  par  la  question.  Par  exemple ,  si  le 
Tolume  f^est  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  celui  des  xz  ^ 
plans  ayant  pour  équations  j*  =  ^  ^  j^  =  ^  ^  ci  qu'on  ait  d'abord 
intégre    par  rapport  à  j* ,   on   prendra  celte  intégrale  depuis 
y^a-y  jusqu'à  j^=Zi  (  chap.  XVII,  p^g.  258),  et  le  résultat  sera^ 
délivré  de  y\  mais  il  contiendra  l'autre  quantité  x  qui  a  été 
regardée  comme  constante  :  on  intégrera  de  nouveau  depuis. 
la  plus  petite  jusqu'à  la  plus^grande  valeur  de  x ,  c'est-à-dire  y 
depuis  X  s=  a'  jusqu'à  x  =:  b*,  a'  et  b'  étant  les  équations  Je. 
deux  plans  parallèles  à  celui  des  jrz  ,  et  on  aura  ainsi  Je  vu- 
lume  compris  entre  les  quatre  plans  verticaux  et  parallèles  deuK. 
à  deux,  le  pls^n  horisontal   et  la   surface  courbe.  Voyez  ,  au 
reste  y  pour  les  applications  j  la  seconde  partie  de  l'ouvrage. 

Passons  à  la  mesure  des  surfaces. 

Je  considère  la  portion-  de  surface  courbe  interceplce  par  le. 
parallélipipède  qui  a  pour  base  le  rectangle  ik  ,  et  je  la  sup- 
pose tqute  entière  convexe  ou  concave  vers  le  plan  horison- 
tal, et  telle  qu'elle  ne  renferme  pas  de  points  singuliers  :  cette, 
surface  parallelogrammique  est  comprise ,  entre  celles  des  deux 
parallélogrammes  tangens  menés  par  les  extrémités  de  la  plus 
grande  et  de  la  plus  petite  ordcmnée^  et  inscrits,  entre  les 
faces  du  parallélipipède  qui  s'appuie  sur  le  rectangle  lA  :  car 
on  peut  regarder  comme  évidcift  qu'une  surface  est  plus 
grande  qu'une  autre  avec  laquelle  elle  a  un  point  commun  ^ 
lorsque  l'on  peut  mener  par  ce  point,  et  tous  ceux  du  contour 
de  la  moindre  surface  ,  des  plans  qui  coupent  la  plus  grande 
surface  suivant  des  lignes  toutes  différentes  ,  et  plus  longues 
chacune  que  l'intersection  correspondante  dans  l'autre  surface. 
Si ,  dans  cette  hypothèse,  on  considère  d'abord  le  plan  tangent 
qui  passe  par  l'extrémité  de  la  pl^s  grande  ordonnée  verticale. 
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y{  ic  ^  i  ff  ^  k)  y  il  est  évident  que  tous  les  plans  verticaux 
teenés  par  le  point  z+A,a:+^,  y  -]-  k ,  ei  par  les  difTérens 
f)oint5    du  contour  de   la    portion    de  surface  courbe  qu'oà 
considère ,  couperont  le  parallélogramme  tangent ,  et  la  surface 
courbe  suivant  deux  lignes  ^  dont  Tune  droite  ,  sera  langenle  à 
l'autre  qui  sera  une  courbe ,  et  toutes  ces  tangentes  seront  dif- 
férentes. Or ,  en  supposant  la  surface  courbe  concave  vers  le 
plan  xy ,  cliacune  dc;  ces  tangentes  étant  menée  par  Textréniité  de 
la  plus  grande  ordonnée  d'un  arc  de  courbe  ^  et  terminée  à  la 
rencontre  de  Tordônnée  qui  passe  par  l'autre  eitrcmité  y  a  une 
longueur  moindre  que  l'arc   rectifié  (pag.  262)  :  ainsi  l'aire  du 
parallélogramme  formé  de   ces  tangentes  f  sera   moindre    que 
celle  de  la  portion  correspondante  de  surface  courbe  :  on  prou- 
verait de  même  que  cette  dernière  est  moindre  que  celle  du 
parallélogramme  tangent  à  l'extrémité  de  la  plus  petite  ordon- 
née :  doftc  elle  est  comprise  entre  les  deux.  Il  s'agit  donc  di^ 
déterminer    les    surfaces    des    parallélogrammes  tangens    aux 
points    a: ,   ^  >  -2  }  et  X  -^-  / ,  j'  +  it ,    r  +  //.  Or ,    on  sait  • 
"*'  (  P^&-  ^^^  f  ^^4  )  4"c  1^  pl^Q  tangent  au  point  x  y  y ,  z ,  fait 
avec  le  plan  des  x^j^  un  angle  dont  le   cosinus  est. 


H.C4iY+riiY 


y- 


\  dx  /         \djr  / 


«t  comme  l'aire  d'un  parallélogramme  situé  dans  l'espace  p  est 
égale  à  celle  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  divisée  par  le 
cosinus  de  l'angle  que  fait  son  plan  prolongé  avec  le  même  plan 
de  projection  ,  il  s'eusuit  qu'en  faisant  X  =  x  +  /  |  Y-=iy  -J*  ky 
on  aura  pour  expression  dc  cette  aire 


(jc-.«)(r-j.)]/.+(iiy+( 
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En  changeant  dans  -r —  et  --r — ,  les  coordonnées  x  tt  ^   ea 

a:  +  *  et  y  +  A: ,  cette  expression  devfendra  celle  de  Taire  qai 
est  Taatre  limite  :  ainsi  en  observant  que  A"—  :r  =  i:=z  djc  ^ 
V, — jr  =  A  =  dj^f  on  aura 


^^rj/.+(è)'+(f)-, 

pour  terme  commun  ^ux  deux  limites.  Maintenant  si  Ton 
représente  par  F{Xf  jr)=  U  la  surface  courbe  parallélo- 
grammique  qu'il  s'agit   d'évaluer ,  on  aura 

/^(A,r)~F(«,  r)~F(Jf,>)  +  F(x,j'), 

pour  l'expression  de  l'aire  de  la  surface  courbe ,  interceptco 
entre  les  aires  limites.  Si  Ton  développe  cett^  dernière  for- 
smle  suivant  les  puissances  de  £  ei  k  ^    ou  de  dx  et  dy ,  et 

les  produits  de  ces  puissances,  on  trouvera  -  drdj-pour 

premier  terme  de  ce  développement.  En  sorte  qu'en  posant 
l'égalité  convenable,  ou  conclura,  comme  on  l'a  fait  dans  les 
cas  analogues ,  qu'elle  ne  peut  avoir  lieu ,  quelque  petits 
que  soient  les  accroissemens  dx  et  dy,  que  sous  la  condition 


d^U 


-V'<^)-*m-' 


dxd/        V  \dx  /        \djr 

relation  de  laquelle  on  déduit  Uz=zF{  x  ^  j)  par  uae  double 
inlégration^ 

Il  faudra  donc  différentîer  l'équation  de  la  surface  z=f(Xjj)f 
ce  qui  donnera  dz  sa  —  dx  +  —  d^,  puis  reporter  les  va- 
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dr     dz 
cJx     djr 
sus^  et  enfin  effectuer  la  double  intégration 


leurs  en  x  et  jr'  des  coefliciens  7^  >  -77^  dans   Tégalilë  cî«dcs- 


Nous  renverrons  toujours  pour  les  npplicationt  à  la  seconde 
partie  de  cet  Ouvrage. 
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CHAPITRE    XXV. 

« 

Des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  des 
Jonctions  de  plusieurs  variables. 

La  distinction  du  maximum  d'avec  te  minimum, ,  n'est  paft 
aussi  facile  à  IVgard  dés  fonctions  de  plusieurs  Variables  qu'elle 
Test  à  iVgard  des  fonctions  d'une  seule  variable ,  quoiqu'elle 
Repose  toujours  sur  les  mentes  principes.  Cette  question  très- 
importante  sera  le  sujet  de  ce  chapitre  qui.  complettera  la  théorie 
des  plus  grands  et  des  moindres. 

D'abord  à  l'égard  des  fonctions  de  detix  variables,  nous 
avons  vu  (  pag.  564  )  qo'cn  désignant  par  a  l'inclinaison  dix 
plan  tangent  à  une  surface  ^  sur  le  plan  des  xjr  )  on  avait 
cette  expression  de  tàng  «^ 


-«-KCëJ+C-' 


dzy 


Si  donc  on  demande  les  plus  grandes  ou  les  moindres  oN 
données  z ,  il  est  aisé  de  concevoir  qu'elles  nepenvent  répondre 
qu'aux  points  oii  le  plan  tangent  devient  >parallèle  à  celui 
des  yx  \  donc ,  en  ces  points  ^  on  aura  tang  «  =  o  ^'et  par 
conséquent 

(è)-+(^)-=" 

condition  qui  emporte  celles-ci 

àz  dz 

dx  '     '  dy  "^ 


•  • 
%t  qai  sont  nëcessairei  pour  qoe  l'ordonnée  e  devienne  uil 
fnaximum  ou  un  minimum. 

Ainsi  pour  qu'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes^ 
devienne  maximum  ou  minimum ,  il  faut  que  ses  deux  coef-« 
ficiens  difFérendels  du  premier  ordre ,  l'un  relatif  à  la  diffi^ 
rentielle  partielU  de  la  fonction  ,  prise  par  rapport  à  x  j  l'autre 
relatif  à  la  différentielle  partielle  de  la  même  fonction ,  prise 
par  rapport  k  jr^  soient  individuellement  nuls.  On  tirera  de 
ces  deux  conditions  les  seules  vale.urs  <fe  x  ^i  y ,  par  les* 
quelles  la  fonction  proposée/* (  x,j^  )  puisse  devenir  maximum 
eu  minimum. 

Mais  on  peut  rappeler  cette  question  à  celle  des  plus  grands 
et  des  moindres  des  fonctions  à  une  seule  variable^  et  trou- 
ver,  en  même  tems ,  les  conditions  nécessaires  pour  que  le  ma- 
açimum  ou  le  minimum  ait  lien.  En  eiTet,  u  étant ,  au-lieu  de  4?^ 
fonction  deacjy  y  on  peut  supposer  qu'on  connaisse  déjà  la  va- 
leur de  X  qui  convient  soit  au  maximum  soit  au  minimum, 
et  alors  il. reste  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  u 
relativement  à  Tautre  variable  jr»  On  aura  donc  (  pag.  269  ) 

du 

=  0.  ...(i), 


et  pour  le  maximum 


et  pour  le  minimum 


dy 


à'u 
-f^<o....(a) 


d*ii 


Si  donc  on  substitue  dans  u  la  valeur  de  y  tkét  de  (1)^ 
u  deviendra  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  et  cette 
fonction  sera  déjà  un  maximum,  ou  un  minimum  relativement 
à  jr  :  il  n'j  aura  donc  plus  qu'à  la  rendre  encore  un  maximum 
ou  un  minimum  relativement  à  la  quantité  x  que  nous  aTons 

^6 
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regardée  comme  constante.  Or,  y  étant  nne  fonction  st^ 
laquelle  est  donnée  par  Téquation (i)  ;  il  faudra  dans  H^=f{x^j) 
tenir  compte  de  cette  circonstance ,  et  exprimer  convenable- 
ment les  conditions 

dtt  d»ii    ^       ^ 


àx  dx^ 

relatives  a  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  d'un% 
fonction  de  la  variable  x.  Or  on  a  (chap«  V  ) 

du  du 

àx    ^  ^     djr  ' 

i*u  d»K  d»M      ^       ^    du 

-  +  »J^  XX7 +r'- -3rr  +  :r* -r- = "', 


dx*  dxdj      "^        d/-*         "^       d|-^ 

u^  et  u^  étant  les  dérivées  première  et  seconde  ,  prises  non- 
seulement  par  rapport  à  la  variable  x  en  évidence  dans.  •  •  • 
•/*('  f  j)  »  "^^  encore  par  rapport  à  cette  variable  contenue 

dtt 
dans  y.  Mais  à  cause  de  -7—  ==  o  ^  la  valeur  de  uf  se  réduit  à 

dr 

dtt  ., 

^ —  f  et  conséquemment  la  condition  n'  =  o ,  devient 
dx 

du  _ 

dj?  *^    *        . 

^     dtt 

Or  -j —  est  le  coefficient  de  la  différentielle  dt  u,  prise  en 

j     .  -         dtt     '  d«  - 

regardant  y  comme  une  constante  :  donc  -r —  et  -r —  sont  le» 

dy       dx 

mêmes  fonctions   que  nons  avions  désignées  plus  haut  par 

dr      àz 
•T — f  -j — J    de  sorte  qu'on  aura  pour  déterminer  x  tix»  ^•^ 

deux  équations 

du  du 

ai-"*  d^=** 


Il  fem  de  plus  qu'on  ait  «*  <  o  pour  le  maximum  ;  et  >  o  poui" 

Au 

le  minimum  t  mais  à  cause  de  ->—  =  o  «  »//  se  réduit  à. 
d'il     ,       ,    d*M  d'il 

ièt  comme  ^  es\  donné  par  —  =  o ,  le  coefficient  différent 
tîel  jr^  le  sera  par 

-^'«      .      *   d*K  ,,  .      >  d«K        d>«        ■• 

dxd^^-'.dy»  »  o    jr-3        •dordjr   -^^ 

les  deux  points  rappelant  un  quotient  :  la  substitution  de  celte  • 
Valeur  dans  (5)  donnera  donc  cette  condition 

(d'ii^  y 
dx  dyj 

l^F         dFi^ —  <o.-..(6)^ 

"dp" 

pour  le  maximum ,  et  cellé-ci 

d'u         \àx  diyj 

•  Il    T  « 

jpodr  le  màumum. 

Or  si  l'on  multiplie  le  premier  meml>re  de  VinigtliU  (6)^ 
tiëgatif  pour  le  maximum ,  par  i.  qnaiitité  ~  ,  nëgaliro 
dans  le  m4me  cas  $  et  celui  de  l'inégalité  (7) ,  positif  pour  le 
minimum ,  par  U  qaaBtité  -^  positive  en  même  temi,  oa 
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•am  deux  résultats  positifs }  àt  sorte  qtait  la  eoBi£tîoa 

d*u    d'il        /  d*« 


[i    d«ii        /  d»«  Y 


dx*    d^"        \djc  âjr^ 

sera  commune  au  maximum  et  au  minimum^ 
Ainsi,  les  valeurs  de  j;  et  dej*|  tirées  de  ^ 

du  du 

dT-^'      V 

donneront,  un  maximum  ou  un  minimum  ^  surant  qn'ellei 

•  rendront 

,  d»tt 

«-T-^<o  ou  >  P. 

pounru  qu'on  ait^  en  même  tems,  la  condition  (8),  laquelle 

d*tt       d"ii 
exige  que  les  deux  fonctions  -j-7;  -r-^  prennent  le  même 

signe,  après  la  substitution  des  valeurs  de  9  tXy* 
Si  donc 

d?ii    d»«        /    d*tt    \«  ^ 

dx»  dj->     \  d*d^  y  ^        ' 

0  n*j  aura  oi  maximum  ni  minimum,  k  moins  que  les  coef* 

d>u        d^u 
ficiens  différentiels  -p-r»    -T-r*    n^   disparaissent    en    même 

tenis  y  auquel  cas  le  jugement  dépendra  des  suivans  j  et  ainsi 
de  suite. 

'    Nous  appliquerons  ce  qui*  vient  d'être  dit  à  la  solution  de 
quelques  questions* 

i<>.  Trouver  la  plus  êourie  distance  entre  deux  ligneM 
droites  données  de  position  dans  Fespace. 

L'analyse  dont  nous  allons  faire  usage  |  démontre  cette  pro- 
priété de  la  plus  courte  distance ,  d'être  en  même  tenu  pcrn 
pendiculaire  aux  deux  droites  données! 


/ 
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Soient 

les  équations  des  «ieux  projections  verticales  deS  deux  droites 
données:  le  carré  de  la  distance  entre  deux  points  Xyy^z} 
Xy  Yj  Z  pris  sur  ces  deux  droites,  sera ,  en  la  représentant 
par   211  y 

Il  faudra  donc  >  d'après  la  règle  |  et  à  cause  de  Tindépendanco 
des  deux  variables  retZ|  égaler  séparément  à  zéro ,  les  coeffi 
ficiens  des  différentielles  de  a  1/  ^  prises  Tune  par  rapport  à  jt , 
l'autre  par  rapport  à  Z.  On  aura  dond  pour  déterminer  z  tXZ 
ces  deux  conditions  '    . 

^  =  a  {0^pL'  +  az^afZ)  +  b{fi  —  fi'  +  bx'^h'Z) 

-f-  ^  —  Z  EZ3  O.  .  .  .(3)  , 

4^=— a'(«  — a'+«~fl'Z)— i'(iS  — /S'  +  Ar— A'Z) 
dZ 

*^  (  «  —  Z  }  =  o.  •  ••(4). 

n  est  d'abord  facile  de  s'assurer  que  ces  équations  répondent 
au  minimum ,  puisqu'on  a 

d'tt  d*« 

d'il 
"SdZ 
d'où  il  résulte  que 


~-.iia'  — ££'—  I  ^ 


Pouf  parvenir  à  la  propriété  énoncée ,  on  obseiYera  que  la 
droite  minimum  devant  passer  par  le  point  ^  f  y^  ^\  •X.j'Y^  Z', 
$es  équations  sont  de  la  forme 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  Xj  Xi  ^  ®^  ^  ^a:^  de  (i)^ 
^  elles  deviennent 

»  —  a' 4-  Qs  —  û'Z  =  a^  (  r  —  Z  )  ^ 
let  de  là  les  formules  (3)  et  (4)  se  réduisent  respectivement  à 

relations  desquelles  on  conclut  d'abord  (  Géom.  analyt.  )  que  la 
droite  minunum  est,  en  même  ttms  |  perpendiculaire  *  aux 
deux  droites  données ^  et  on  en  tire,  en  second  lieu 


h'  —  b  ...  a  —  a 


r 


Actuellement  si  oii  rësont  les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport 
^ux  inconnues  z  et  Z  ,  on  obtiendra 

(  a  —a';»  +  (A  —  b*y  ^(^a*b  —  ab')* 
Mais  Texpresaion 

de  la  plus  courte  distance,  devient  en   vertu   des.  formules 
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•t  en  y  substituant  poar  z  —  Z  sa   valeur  précédente  ^  on 
obtient 


u 


résultat  conforme  à  celui  trouvé  (  Eîérn*  àPAnoLy,  ^éoméL  )• 

* 

2**.  Déierminer  la  rouu  la  plus  courte  pour  aller  âun  point  à 
vn  autre  j  en  passant  par  un  plan  donné  de  position  par  rap^ 
port  à  ces  deux  points. 

Nous  prendrons  pour  plan  des  xjr  le  plan  donné ,  et  pour 
celui  des  xz  le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  donné» 
Jkf'  et  Jkffy  le  plan  des  xx  étant  toujours  perpendiculaire  ait 
plan  des  xy.  Les  coordonnées  des  points  donnés  M'  et  M^^  x"ïg.  49* 
sont  X,Ys=zOy  Z  i  X'j  y  =  o ,  Z'  et  celles  du  point  inconnu 
N  sont  Xy  y  y  r  =  o.  On  a  donc  la  condition 

s:  minimum. 

Comme  ici  les  variables  x  ei  y  sont  indépendantes  y  on  pren«<i 
dra  les  différentielles  successivement  par  rapport  k  x  ti  k  y^ 
et  on  égalera  lus  coefHciens  à  zéro  y  ce  qui  donnera  ces  deux 
équations  d^  condition 

.      x  —  X     ^    a:  — JY^ 


y       ,       r      _^ 

W^  é  tan  l  =  /  {x  —  X)-  +  j»  +  Z*  y 

et  VIP  étant  =  v/(*  —  X')» +y»  +  i?'*.  Pour  que  la  der- 
nière équation  soit  satisfaite ,  il  faut  qu'on  ait  yzsioi  ainsi 
la  roule  la  plu»  courte  est  A/'iV'  +  N'M^^  c'cst-à-dire^qu'elU 
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est   toute  entière  dans   un  plan  passant  par  les   deux  pointa 

donnés  y  et  perpendiculaire  à  celui  par  lequel  on  doit  passer^ 
et  alors  l'avant -dernière  équation  se  réduit  à 

a:  -—  X  X'  —  a: 


or 


X  —  X 


et 


yç^x—Xj^  +  z^ 

•^     X'^  X 


=cosA/'A^'^, 


=zcosAfWXi 


9 

^  donc  les  deux  droites  M^N',  N'M^  font  le  même  angle  avec 

le  plan  xy  y  ou  avec  la  perpendiculaire  N'R  à  ce  plan. 

Ainsi  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  autre  y  en  pas-* 
tant  par  une  surface  courbe  ^  est  une  ligue  brisée  siiuée  dans 
un^  plan  normal  à  cette  surface  courbe,  et  passant  par  les  deux 
points. 

La  solution  du  problème  suivant  est  due  à  M.  Puissant  j, 
qui  l'a  donnée  dans  son  excellent  ouvrage  ayant  pour  titre  9 
Mecueil  de  diverses  propositions  de  Géométrie  ^  etc. 

3^.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deux  points  mobiles 
dont  on  connaît  les  positions  initiales,  et  gui  se  meuvent 
uniformément  sur  deux  droites  -données  de  position  datps 
tespace.  .     «► 

Fig*  5o.  Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  qui  contienne  Tune  des 
droites  données  ,  et  qui  soft  ,  en  même  tems  ,  parallèle 
à  l'autre  y  et  pour  plan  des  xç  celui  qui  passe  par  cette  autre 
droite^  et  qui  soit  en  outre  perpendiculaire  au  plan  des  o?^* 
.  Soient  maintenant  MAP,  mm'  les  droites  données  dont  la 
#ecpndq^$t  parallèle  à  Taxe  AX, 
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L'origine  des  coordonnées  étant  tnA^  les  équations  ieMM' 

•ont 

jr  =  — a:  tang  (p.  +  b,    z  =  o, 

9    étant  J'angle  MKA  ,  et  6   désignant  ^O^   celles  de  U' 
droite  mm'^  sont 

Z  =  Ani  étant  l'ordonnée  constante  de  tous  les  points  de  la 
droite  mm'.  Supposons  que  les  points  mobiles  se  trouvant  ac« 
tuellement  ^  l'un  en  M  dont  les  coordonnée»  connues  sont 
et  et  /S,  et  l'autre  en  m  sur  l'axe  des  z^  se. meuvent  de  AT 
vers  /C ,  et  de  TU  vers  m',  avec  des  vitesses  uniformes  dans 
le  rapport  de  9  à  /*.  Alors  si  Mfmf  est  la  plus  courte  dis- 
tance à  laquelle  se  trouveront  Ces  mobiles ,  que  les  coordon- 
nées du  point  M'  soient  atf  y  fi'  ^  et  que  celles  du  point  m* 
soient  X  et  Z  :  ou  aura  ^  en  général , 

Mais  les  espaces  parcourus  MM'  mm',  étant  entre  eux  comme 

les  vitesses  q  tip  ,on  a  MM'  =  -^ —  9  en  observant  que  la 

longueur  mm'  =  X  ;  or  l'angle  formé  par  la  droite  MM' 
avec  l'axe  des  Xy  étant  Çj   on  a 

JIP'  =  jiP  +PP'  z=:AP+pM'  =  AP+MM'  cosf  , 

APP'=MP^pM=zMP—MM'  sia<p; 

c'est-à-dire ,  en  désignant  par  «  et  «  les  coordonnées  connue! 
du  point  M  y 

W'^a-I--^-^  cos^       /8'=c:/i ^ — sm^. 

Si  l'on  substitut  ces  valeurs  à^hs  u,  et  qu'on  égale  à  ^éro 
la  différentielle  de  cette  expression  ^rise  par  rapport  à  X, 
éa  observant  que  l'ordonnée  Z  est  constante ,  on  obtiendra 
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lUie  équation  de  laquelle  on  tirera 

Y—    *»  (  P*—P^I  cos  cp  )  +  fipg  sin  ^ 

^*  -f-  7*  —  ^pç  cos  ç  ' 

ou  bien 

p  a,{p—q  cos  ^)+^y  sin^ 


r 

en  posant ^  pour  abréger,  r^  =f?'  +  7*—  2^?^  cos  q). 

Cette  valeur  de  X  reportée  daus  les  expressions  de  «'  et  C  ^ 
fera  connaître  la  seconde  extrémité  M'  de  la  plus  courte  dis<^ 
tance. 

La  valeur  de  r  peut  être  construitt  très^simplement  \  car , 
elle  représente  la  base  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés 
formant  Fangle  9 ,  sont  p  et  q.  Si  donc ,  par  un  point  quel^ 
conque  G  de  la  droite  M  M' y  on  mène  G  F  parallèle  à  mm' ^ 
et  que  Ton  prenne  GF  de  manière  que  MG  et  GF  soient  dans 
le  rapport  de  7  à  p ,  la  ligne  MF  sera  la  valeur  de  r.  Il  suit 
delà  qu'en  prolongeant  MF ^  et  faisant 

•  (  P  —  7  cos  ^  )  4-  ^  7  8în  <P 

r 

la  droite  RM^  >  menée  parallèlement  à  FG ,  sera  X  ;  et  il  est 
remarquable  que  la  droite  mR  sera  perpendiculaire  à  MFj  et 
égale  à  la  plus  courte  distance  cherchée.  Or  si  cette  circons- 
tance a  lieu  y  il  faut  que  la  droite  AR  qui  est  la  projection 
horisontale  de  mR ,  soit  elle-même  perpendiculaire  à  MF^  pro- 
^^ricté  qu'il  est  facile  de  prouver.  En  effet 

«mZ?ï=— — — •     cosZ?g=  -7 

r  r 

en  tenant  compte  de  la  valeur  de  r?  j  par  suite 
9  «m  9  7  sm  ^ 


A 

I 

4 

/ 


# 
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et  si  ÙÏR  n'est  pas  perpendiculaire  à  DM^  soit  ^r  cette  per* 
pendicolaire  :  on  trouvera  que 

Dr—  /a3(;>  — 7cos<p) _  \  /;>  — ?cos(p\  . 
\        ^  sin  (p  /  \  r  y  ' 

f £  ensuite ,  on  aura  .  ^ 

r  '        ' 

donc  MR  =  Mr  :  donc  ^jR  et  mR  sont  réellement  perpen^ 

diculaires  à  MD. 

• 

Au  surplus  I  ajoute  M.  Puissant  y  on  reconnaît  sur<-le-champ 
^cette  vërilc  9  parce  qu'en  général  mF  mesure  la  distance  des 
deux  mobiles  :  en  effet  ^  lorsque  le  premier  AI  est  arrivé  en  G, 
le  second  M  a  parcouru  j  sur  mm';  un  espace  mg=:  GF)  la 
figure  mFGg  est  donc  un  parallélogramme  ^  et  puisque  de 
toutes  les  droites  mF  menées  du  point  m  à  la  droite  MD , 
la  plus  courte  est  la  perpendiculaire  AR,  celle-ci  est  nécessai- 
rement la  plus  courte  distance  cherchée. 

Par  le  choix  qu'on  a  fait  des  plans  coordonnés  ^  cette  ques- 
tion est  ramenée  à  la  recherche  dii  minimum  d'une  expression 
H'une  seule  variable. 

La  recherche  des  équations  de  la  normale  y  en  un  point  x^y,  z 
d'une  surface  courbe  ^  revient  a  celle  de  la  plus  courte  ligne 
qu'on  puisse  mener  d'un  point  de  l'espace  à  la  surface.  Or  la 
distance  du  point  p,  q ,  s  de  l'espace  au  point  XyjTfZ  de  h 
surface;  est 

et  si  l'on  différenlie  cette  expression ,  d'abord  suivant  x  j 
puis  suivant^';  et  qu'on  égale  les  coefliGiensà  zcro; -on  ob- 
tiendra ces  deux  équations  des  projections  de  la  normale  , 
savoir  ; 
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Ironvécs  (pag.  363),  et   on  «'asgarera  qu'elles  satisfiuit  à  la 

« 

condition  du  minimum. 

Considérons  une  fonction  d'un  nombre  quticonque  de  ra-* 
fiables,  et  soit 

u=z/{xyyf£,  t,  ctc.)« 

si  on  suppose  que  les  variables  indépendantes  x^  jr,  g,  elc. 
aient  déjà  les  valeurs  qui  conviennent  soit  au  maximufn , 
soit  au  minimum ,  il  faudra  qu'en  écrivant  xdzi  pour  £  ^ 
yzïik  pour  y  ^z  ziizh  pour  g ^  t±Ll  pour  / ,  etc.  ^  la  fonction 
variée  soit  toujours  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum  y  et 
toujours  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum  que  la  foac"- 
lion  donnée  ,  quelque  petits  que  soient  les  accroiMemena 
i,  k,  hj  l,  etc. 
Le  développement  de  la  fonction  variée  ^  sera 

±  Ai   ±  Bk  dbCh±,Dl±itXc^^ 
+  ji'i*  +  B'ik  +      Oik  4-ctc, 
rfc.  ji^ff  db  BH'k  ±     ai^k  ±:  etc. 

Ponc  il  faudra  qu'on  ait  pour  le  maximum, 

/(a:±»,  7^±*,  etc.)— /(«,7,  etc.)<o» 
et  pour  le  minimum 

f{x:îiiy  r=î^*i«tc.)~/(jr,y,etc.)>  oj 
9T ,  comme  ces  conditions  doivent  avoir  lien  pour  des  valeora 


de  if  ky  îy  etc.,  aussi  petites  qu*on  voudra^  il  est  nécessaire 
que  la  ligne  des  premières  puissances  des  accroissemens ,  dis- 
paraisse ;  c'est  ce  dont  on  se  rendra  facilement  raison  ,  eni 
observant  qu'on  peut  prendre  les  accroissemens  égaux  entre 
eux,  et  conséquemment  supposer  chacun  d'eux  égal  à  i,  eii 
sorte  que  par  une  très-petite  valeur  de  ij  la  première  ligne 
donnera  son  signe  au  développement  :  elle  doit  donc  être 
nulle ,  et^  à  cause  de  l'indépendance  des  variables  ;  il  £uit  qu'on 
ait  séparémqnl 

jis=^Qf    BzrzOy     C=:o,    D=*Oy  etc., 

c'est-à-dire, 

dii  du  au  au    * 

-g.  =  o,     ^«o,     ^  =  0,     -5j-  =  o,etc. 

En  ei{et^  en  ne  considérant  d'abord  qif  une  fonction  de  trois 
Tariables 

si  on  suppose  qu'on  connaisse  déjà  les  valeurs  de  xely  pro-« 
près  au  maximum  ou  au  minimum  ,  on  aura  pour  l'un  et 
l'autre  cas,  la  condition 

au 

dr=^^ 

d'oii  on  déduira  z  en  fonction  àts  deux  autres  variables  «  et  y; 
et  imaginant  qu'on  ait  remplacé  z  par  cette  fonction ,  les  deux 
conditions 

du  dtf 

dJ-'''     V 


=  o,    rrr  =  o; 


relatives  à  Texistence  d'un  maximum  on  d'un  minimum  dans 
le  cas  des  fonction  de  deux  variables ,  devront  se  traduire 


( 
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OlfS 

ainsi  t 

« 

• 

du         du 

dx    '    dz 

dr 

• 

• 

du     1     du 

dr  "^  c3r 

dz 

=^<lf 


dont  la  première  est  la  différentielle  d'ane  fonction  de  detf:t 

variables  x  ei  z ,  z  étant  fonction  de  Xj  et  la  seconde  la  dif-- 

férentielle  d'une   fonction  de  deux  variables  y  ei  Zy  z  étaùl 

•      ^  du 

fonction  de  y'  or  à  cause  de  -r — =^o.  ces  deux  conditions 

te  réduisent  à  celles«ci 

du  _^  ^"  _ 

dx  '       dj^ 

On  étendrait  de  pioche  en  proche  cette  analyse  à  pue  fonc-* 
tion  d'un  nombre  quelconque  de  variables  ;  et  on  serait  ramené 
aux  con<^tions  énoncées  plus*  haut. 

Il  y  a  ,  en  particulier ,  minimum  ou  maximum ,  selon  qae 
•-la  somme 

•^'*«  +  B'ik  +  Cih  +  etc. 

est  positive  ou  négative ,  ce  qui  est  analogue  à  ce  qu'on  a 
démontré  (  pag.  269  )  à  l'égard  des  fonctions  d^une  seule  va- 
riable. Mais  la  difficulté  consiste  ici  à  assigner  les  conditions 
générales  qui  rendent  une  telle  quantité  positive  où  négative* 
Soit,  à  cet  effet. 

Vz=K£-+Li  +  Mi 

où  A'  !=  ji'^  L  désigne  la  somme  des  coefliciens  de  if  et  Jkt 
celle  de  tous  les  termes  sans  (;  la  fonction  f^  pourra  être 
misa  sous  la  forme 
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en  posant  F'  =  -jt^-  — 


a:      4a:* 

Or  f^'  renfehiiant  tous  les  produits  àe  deux,  «dimensions  des 
accrois3emens  y  à  l'exception  de  <*,  si  on  rassemble  les  termes 
de -A')  kj  dont  on  désignera  les  coefïiciens  par  K^  et  //, 
et  qu'on  représente  par  Mf  la  somme  des  autres  termes  qui 
ne  contiendront  plus  i  et  A^  on  aura 

qu'on  pourra  mettre,  aussi  sous  cette  forme 


en  posant  VI  =  -r; — —    En  ordonnant  de  même  F9 

par  rapport 'aux  puissances  àe  h  j  et  notant  les  coefïiciens  par 
£.'%  A  "y  et  par  3/^  la  somme  des  autres  termes  qui  ne  contien- 
dront plus  i  y  k  ti  h  f  on  aura 


f^f»  désignant  ■  ,,..■■  —  ■■...    Ainsi  n  étant  le  nombre  das 


Mf         Lif 

variables ,  f  (»— »)  ne  renfermera  plus  qu'un  seul  accroissement^ 
et  terminera  la  série  de  Fj  V ,*,. 

Maintenant  posons  le  cas  de  u  minimum  \  il  faut  alors  que 
la  quantité  K  soit  toujours  positive ^  ce  qui  se  réduit  à  dire 
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Af  Xi* 

que  chàcaiic  des  quantités  K,  -jz-  —  ■    j.--  doit  être  positive  j 

car  le  carré  (^'4-^ — ^J    est  essentiellement  positif:  on  doit 
donc  avoif 

et  on  peut  observer  que  ces  conditions  sont  précisément  celles 
qui  rendent  imaginaires  les  racines  de  l'équation 


M         L^ 

Mais  la  quantité  — —^    ou  son  égale    V'  ne  peut 

devenir  positive}  à  moins  qu'on  ait^  en  même  tems, 

M'         Z'* 
^'>o.et-^^^^>o, 

conditions  qui  rendent  imaginaires  les  racines  de 

X'A*  +  Zr'A  +  Af' =  o. 

On  trouvera  encore  que  pour  rendre  la  quantité  -jrj — JJF^'f 
ou  son  égale  F"  positive ,  il  faut  qu'on  ait 

K»>o,et^-^^^^>o, 

on  que  les  racines  de 

KOk'  +  L"A  +  Af//  =  o  , 

•oient  imaginaires  ;  et  ainsi  de  suite.  ^ 
Si  la  fonction  devait  être  un  maximum^  H  faudrait  qno 
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ïa  quantité   V  fût  négative  ;  c'est-à-dire ,  qu'on  eût 

ainsi  ce  cas  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  signe  de  la  seule 
cfuantité  K. 

Si  dans  la  première  énonciation  de  la  valeur  de  F  qui 
contient  F' ,  on  substitue  telle  de  F'  qui  contient  ^/  'dans 
t:elle-ci  la  valeur  de  F"  tn  F»',  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

t|u'on  peut  metire  sous  la  foi?ne 

''=«*'+ *^'+ cy»  +  etc. 

Dans  le  cas  du  minimum  ,  les  coefficiens  K,  K',  K"  etc 
et  conséqueniment  cenj^i  a,  b .  c\  etc.  sont  posiUfs  /  dans 
celui   du  maximum ,  la  seule  quantité  K  est  négative ,  en 
sorte  que  les  coefficiens  a,  b,  c,  etc.,  sont  négatifs. 

Si  les  termes  du  second  ordre  étaient  nuls,  il  faudrait,  pour 
l'existence  soit  du  minimum ,  soit  du  maximum ,  que  ceux 
du  troisième  ordre  fussent  nuls  aussi ,  et  que  U  collectioa 
des  termes  du  quatrième  ordre  fût  positive  dans  le  premier 
cas ,  et  négative  dans  le  second  :  il  faudrait  donc  chercher 
ks  condiUons  qui  rendraient  positif  ou  n^atif  un  poljnoma 
tel  que 

jfiiii^  -f.  Bi»ki^  +  etc.  ; 

• 

mais  rapplication  de  la  méthode  générale  à  ce  cas,  serait  sujette 
à  des  difficultés  de  calcul  qui  pourraient  la  rendre  impraticable; 
«t  c'est  là,  dit  M.  Lagrange  ,  dans  Us  Fonctions  analytiques  , 
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un  problème  dont  il  serait  a  désirer  qu'on  pût  aroir  une  sola<* 
tion  complette. 

Lorsque  la  fonction  propotée  ne  renferme  que  les  deux 
variables  a:  et  ^ ,  les  termes  de  deux  dimensions  par  rapport 
aux  accroissemens  ;  se  réduisent  à 

On  a  donc,  dans  cette  hypothèse,  M :=i  Oh,  L*s=iB'*k*, 
Kz=iA^^  et  conséquemment 

Ainsi  les  conditions  correspondantes  au  minimum ,  sont 

^'>o,  -^-.^>o,     d'oîi    4^'C'-5''>o, 

dont  la  seconde  ne  peut  avoir  liêu^  à  moins  qu'on  ait  aussi 
O  "^ô.  Ces  conditions  traduites  en  cocfSciens  différentiels  ^ 
deviennent 

d'il  d»M      d'il         /    d*a    \»  d»M 

On  trouverait  pour  conditions  du  maximum  y 

d'M  d'il      d*a         /    d*ii    \»  d'u 

TiF^'"'  d^"d^.~Vdrdr/'  ^""^  ir     ' 

Telles  sont  ^  en  effet ,  les  conclusions  auxquelles  nous  sommet 
arrivés  (pag.  4^4)' 

On  pourra  s^exercer  à  rechercher  si  la  fonction 

u  =riw?*  — bxy  +  czx  +  yz 

admet  une  plus  grande  ou  une  plus  petite  valeur. 
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Nous  avons  supposé  jusqu^ici  que  les  Variables  qui  entraient 
dans  la  fonction  ' 

étaient  toutes  indépendantes  ^  mais  il  peut  arriver  qu'il  j  ait 
entre  elles  une  ou  plusieurs  relations  données  \  alors  il  faut 
commencer  par  éliuiiner  de  la  fonction  proposée  ^  au  moyen 
de  ces  équations  de  condition  y  le  niênie  nombre  de  variables  ^ 
puis  cherclier ,  par  rapport  aux  variables  qui  restent  y  les  con- 
ditions du  maximum  et  du  minimum.  On  observera  que  si 
la  fonction  proposée  contient  un  nombre  m  de  variables,  le 
nombre  des  équafions  de  condition  no  peut  excéder  m  —  i  j 
mais  il  peut  être  moindre. 

Faisons  une  application  à  cette  question. 

Parmi  tous  les  paralléiipipédes  rectangles  qui  ont  même 
volume  y  trouver  celui  dont  la  nutface  totale  est  un  minimum» 

Soient  X)  y  yZy  les  trois  arêtes  d'un  même  angle  solide  du 
parallélipipède  rectangle  cherché  ^  et  a^  sa  solidité  :  on  aura 

a ay  +  ^â?2  4-  ^fz  =  Il  =  minimum ^ 

et  pour  équation  de  condition, 

Noos  déduirons  de  celle-ci 

^ 

xy  ' 


dont  la  substitution  dans  u  donnera 

mais  à  raison  des  deux  conditions 

dii  da 
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on  tara 


2  a'  a  fl' 


d^oii  on  conclut 

et  consëqnemtaent  % 


Z  =  l7i 


Maintenant,  il  s'agit  de  vérifier  si  la  substitution  de  eu 
valeurs  en  place  de  x^jr^z  dans  u  /  rend  celte  fonction 
maximum  q^  minimum.  On  doit  avoir  ^  en  même  tenis^  dam 
ce  dernier  cas  y 

d*w  d'tt  d*«      à*u         /    d*K    \i 

Or ,  dans  notre  exemple  ; 

d'K  ka^  ,      d'à         ,    4^'         ,    ,      d'u 

do;»         ^    ^3    — -r^>   dji"»         ^    ^3         ^^^dardjr 

donc  la  dernière  relation  est   satisfaite^  puisqu'elle  devient^ 
par  Ces  substitutions  y 

d'i/      d"i/         /    d*i/ 


d'i/      d'i/         /    d*i/    \»  _ 

.  ■         —  (  ■  1=10  -^-  4  ^ 

dx»      ((y»         \  d:i:  dy  /  ^  ^ 


0. 


Nous  proposerons  encore  comme  applications  de  la  méthode 
ces  deux  questions  : 

2**.  Parmi  fous  les  cônes  droits  de  même  solidité ,  déter'- 
miner  celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum , 

a^.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  surface ,  assigner 
celui  gui  a  le  maximum  ou  le  mitAmam  dff  solidité. 

Nous  indiquerons  ici  une  abréviation  de  calcul  qu'il  est  boa 
d^employer  dans  le  cas  oli  ou  a  des  cquatious  de  condition^ 
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Soit  niie  fonction 

< 

u=/(x,y,  e,  t), 

qui  doit  devenir  un  maximum  ou  un  minimum  y  et  soient, 
en  même  tems  ,  ces  deux  équations  de  condition  ^ 

(P) 9{xyy,  «,0  =  o,    A^ixyx^'j  i)=zo (Ç) 

on  obtient  ^  par  la  différentiation  , 

(0 du:=z  Xix  +   yàj   +  Zdz  +   Tdû, 

W o  =  {X)dx  +  {r)ér  +  {Zjdz  +  {T)dt, 

(3) o  =  [X]dx+[r]dy  +  lZ]dz  +  lT]dt, 

Xf  JT. ..  (X),  (K). . .  [X]  ,  [F]. . .  désignant  des  coefficient 
différentiels.  Si^des  équations  (a)  et  (5);  on  tire  d^  et  d^  pour 
les  substituer  dans  (i)^  on  aura  ^  après  les  réductions^ 

du  =  Mdx  +  Ndy  , 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  x^  y  ^  z.  Mais  les  conditions 

dtt  du 

deviennent,  dans  ces  cas, 

(R) Jlf«=o,    N  =  o (S) 

On  a  donc  les  quatre  équations  (P) ,  (Q) ,  (R) ,  (S:  pour  dé- 
terminer ics  inconnues  x,  /,  z  et  t  ^  dont  l«»s  valeurs  substi- 
tuées dans  la  proposée ,  en  font  un  maximum  ou  un  minimum  , 
et  on  reconnaît  ensuite,  à  l'aide  dies  caractères  donnes,  s'il  y 
a  maximum,  ou  minimum. 

On  rencçnire  atissi  dans,  les  fonctions  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs variables  des  maxima  et  des  minima  y  pour  lesquels 
{es  coefficiens  difierentiels  prennent  des  valeurs  infinies,  comme 


/ 
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on  Ta  vu  (  pag.  37g ,  280  )  à  Tégard  des  fonctions  d*ane  seule 
variable.  Soit  |  par  exemple , 

pour  toutes  les  valeurs  données  aux  variables  indépendantes 
X  et  y  5  on  obtiendra  pour  u  des  valeurs  plus  petites  que 
celle?  qui  résultent  de  la  supposition  xr=: 0,^=0,  pour- la- 
quelle 1/  =  ^  :  cette  dernière  valeur  de  u  est  donc  un  véri- 
table maximum  :  cependant  les  coefflciens  différentiels 

'dtt  nx  du  2  Y 


deviennent  §  pour  x=zo,  ^  =  0.  Dans  d'autres  cas,  les 
coefïiciens  différentiels  deviendraient  nuls  ,ou  infinis.  Dans 
cet  exemple  y  les  substitutions  o  -^  i  pour  a;  et  o  -|-  ^  pour  j^^ 

r 

donnant 

«'-«  =  >-(i'+*')V, 

et  celte  quantité  conservant  le  même  signe ,  quelque  petits 
que  soient  les  accroisseniens  i  ei  k^  on  conclut  que  pour  :r  =  o  , 
y=zQ  ^  la  fonction  proposée  est  un  maximum.  En  général , 
xz^a^  y=:iby  zz=zCj  étant  des  valeurs  qui  mettent  le  déve- 
loppement en  défaut,  si  ces  valeurs  doivent  correspondre  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  de  la  fonction  u ,  il  faut  qu'après 
les  substitutions  a:  =  a±:£,^s=^dt:/r,  z  :=:  c:izii ,  etc. , 
la  fonction  u'  soit  toujours  nioindre  ou  toujours  plus  grande 
que  II;  quelque  petits  que  soient  les  accroissemens  i ^  k,h^  etc. 


■     ■  '  '    ' 


NOTES. 


Sur  le  Chapitre  II. 

M*  VoiaÊ&v  a  âoané ,  dans  le  troûième  numéro  de  la  Comsp9ndan  c 
gur  t Ecole  Polytechnique  y  tme  démonstration  du  théorème  de  Tajlo,,' , 
4jae  nous  allons  rapporter.  ^ 

Soit  fx  une  fonction  quelconque  de  J^  ;  je  fubstitue  x  •¥  i  h.  la  place 
de  X,  le  premier  terme  du  développement  nera  évidemment /r,  et  le  déve- 
loppement entier  pourra  être  représenté  far 

/(x  +  «■)  =:/ar  4- i»**  +  Ci* -«.  At^  4- 4ft« -♦- et».  .    .    .    .{M) 

il ,  & ,  o  y  e  y  etc.  y  étant  une  suite  croissante  d^exposans  indéterminés ,  et 
Pj  Qt  Hj  S^  etc.  y  éunt  des  fonctions  de  x ,  dont  la  forme  dépend  de  la 
fonction  proposée  yx. 

Nous  prouverons  d^abord  que  Pcxposant  a  est  nécessairement  égal  à  Tunité* 
£n  effet  y  mettons  dans  le  développement ,  9  c  à  la  place  de  i  y  et  nous 

jurons  .    ,  . 

« 

/(ar  +  1  *  )  =/x  -I-  qTPi^  4-  a'^Çi*  -♦-  a^A"*  +  eic. 

Si  )  dans  le  m^me  développement ,  nous  changeons  x  en  x  -t*  c  ,  nous  aurons 
un  second  développement  de  f{x  -h  i)f  lequel ,  en  se  bornant  aux  deux 
premiers  termes,  sera 

/(x  4-  ai)  =/r  -h  a  Pi"  •¥-  «te. 

Cet  deux  développemens  devant  être  identiques,  il  frudra  que  le  coeffi- 
cient de'  i"  dans  l'un  soit  ^al  an  coefficient  de  i'  dans  Tautrc  )  c'est-à- 
dire  ^  qu'on  ait 

»Pssa*i>,    d'où    asst. 
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Cette  coDcIuaion  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  désirée  par  fx  :  ii., 
par  exemple  ,  cette  fonction  était  x*"  ,  on  aurait 

(ar  4-  0"  =  *'"  +  -P'  +  «te. } 

■Bais  ,  dans  ce  cas  ,  i'  serait  de  la  forme  -^x*"""',  A  éunt  un  nombre  dont 
la  valeur  liépcnd  de  celle  de  TcxposaDC  n»;  car  ai  Ton  divise  par  jt",  et 

qu'on  îa:^!^  —  =  ^ ,  on  aura 

P 

et  comme  la  fouetion  non  déreloppée  ne  renferme  plus  la  variable  f^  le 
développement  ordonné  suivant  j^,  ne  doit  renfermer  x  dana  aucun  de  ses 

termes;  donc  P  doit  être  de   U  forme '^j:'"'~'.  On  est  dooc  aasiiré  que- 

iea  deux  premiers  termes  du  développemçat  de  (:r4-i)'"  sont 

(x  +  i)'*  =  x"*+^x'""»i-4.  elc-  .    .    .    .{2Y) 

et  de  plus ,  on  sait  que ,  pour,  m  un  nombre  entier  positif,  A  •=^  m.  Celte 
remarque  servira  dans  la  suite  de  la  démonstration. 

il  £tut  maintenant  déterminer  les  autres  ezposaus  h^  c,  e,  etc.,  et  assi- 
gner la  loi  suivant  laquelle  les  fonctions  P,  (>,  RyH^  etc. ,  se  déduisent 
les  unes  des  autres. 

A  cet  eflfet ,  supposons  que  dans  ridentité  {M)  qui  doit  a%t)ir  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  x ,  cette  variable  devienne  x  -^  h  \  et  rcpréseotcina 
par  p^  ^tTy  etc.,  ce  que  deviennent  alors  les  fonctions  P  ^Q^  B.^  Sy  etc., 
tu  sorte  que  Tidentité  (A/)  devient 

/{jT-h  i-hh)  z=  f  (x  -k-  h)  -h  pi  -h  qi*  •¥-  r**  -*-«**  -♦-  etc. 

comme    elle  a  aussi  lieu  pour  toutes  les  valeurs    de  t,  on  peut  suppoier 
que  (  sj  change  en  £  -4-  A ,    ce  qui    donne  un  second  développement  de 
J'(x  H-  I  +  A)  ,  savoir  : 

Ces  deux  développeroeos  de  f(x  -h  i  -^  h)  devant  être  identiques  ,  si  on 
les  ordonne  tous  deux  par  rapf>ort  aux  puissances  de  /x,  il  faudra  i**.  que 
la  somme  des  ternies  indépendans  <le  h ,  dans  le  premiicr  développement^ 
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■oit  égale  à  la  somme  des  termes  ûidépeDdans  de  h  dnns  }e  second  dcve* 
loppement;  a^.  que  la  somme  des  termes  mullipllc's  pur  //  dans  le  premier 
clëveloppemem  ,  sou  égale  à  la  somme  des  termes  multipliés  p&r  h  d;'ns  le 
second,  et  qu'il  en  soit  de  même  des  coefiîciens  des  munies  puiH-nna^s  de  A.. 
La  considération  des  termes  multipliés  par  A ,  su  Hit  pour  de  tei  miner  les 
exposons  by  c ,  e ,  etc. 

Il  est  fiicilc  d'ordonner  les  deux  deTtloppemeiis  de  A'(«  -+-  i  H-  A)  ♦  c» 
se  bornant  aux  deux  premiers  termes.  D'abord ,  dans  le  premier ,  on  a 

fiaf-h  h)  =3/x  -4-  PA  +  etc. , 

piiisqu'*il  ne  iâut  que  changer  i  en  A  dans  (3f)»  De  phis,  on  pent  supposer 

p=zP'hP'h'h  etc. ,  ^  £=  Ç  -4-  (y/«  +  etc. ,     r  =  fi  +  ICh  +  etc.  , 

*  =  iS'  +  S'h  H-  etc., 

puisque  p^  q ,  r»  5,  t^  etc. ,  sont  4es  fonctions  de  cr  + A,  dont  le^  fonc- 
tions primitÎTes  sont  P  ^  Q^  Hy  A\  2\  etc.  5  alors  le  premier  d«;v< Jappe- 
ment prend  cette  forme 

/(t  +  t -*- A)  =:  fx.-h  Pi  -*-  Qi^  H-  iî«*  -4-  Si"  -4-  etc. 
+  /i(P  -H  P'x  +  Qi^  -¥  Ri*  +  S'C  -t-  etc.  ) 

Pour  ordonner  de  même  le  second  dérdoppemcnt ,  suivant  1rs  puissances 

de  A,  il  ne  s'agit  que  de  développer  les  puissauccî»  de  («'-♦"A)  ,  (^t-^ hy\  etc., 
en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes,  les  seuls  nécessaii-es  pour  Tobjet 
qu^on  a  eo  voe.  Or,  en  verUi  de  l'ideniiié  (A^),  ou  a 

(i  -V  A)^  =  **  -4-  J9i*-'  A  -4-  etc. ,     (*  -4-  A)*^  =  ^  +  Ci^"'»  A-»-  etc. , 
(«  +  A)'  =  i'  -I-  £•«*-'  A  -4-  etc. , 

if ,  C  y  JS  y  etc.  ^  étant  des  nombres  qui  seront  déterminé»  quand  \i*s  expo* 
sans  6  ,  ç,  e,  etc.,  seront  connus.  Le  second  développeoM-ut  dej  {'^'^  i  +  A) 
deviendra  donc 

/(x-l-i  +  A)  =>  +  P/ +  <?**  +  ^i*  4- iSr  4- etc. 

H-  A  (P  -V.  BQi^"'  -4-  C/?*'"'  -4-  ^-.Si*""'  +  etc.  ) 

flp  ^gtiLmt  entre  «ux  les  factewB  do  A ,  et  supprimant  le  premier  terme  P  4a 
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part  et  d^autre ,  on  auïa 

m 

Or,  cette  ^galit^  derant  aroir  lieu  pour  toutes  les  yaleurs  de  (|  il  &Qt 
qu^on  ût ,  1*. 

5*— 1  =  1»    6— i=&,    e— i=c,    ete. , 

ou  iiien 

(^a,    C3s3,     e:=4»   f^=^^y     etc. , 

et  coiuéquenimeiàt ,  en  obserrant  que  B  ^  Cy  Ey  etc.,  sont  les  ooelficiei» 
numériques  des  seconds  termes  des  déTeloppemens  («'"4- A)* ,  (<  -t*  ^)'t 
(ï4-A)S  etc., 

^ssa,    Cs=5,    -£  =  4,    i^  =  5,etc9 
et  a®. 

P'=aO,    C>'  =  3/1,    /r=46\    «r  =  5r,  etc., 

d*où 

a  3  t|  5 

La  premike'^conditîon  est  nécessaire  pour  que  les  deux  membres  de  Féqua- 
tien  (O)  soient  composés  de  termes  semblables  qui  puisseat  se  détruire , 
et  réciproquement ,  la  seconde  condition  expiime  que  ces  termes  semblables 
se  détruisent  en  effet.  On  remarquera  qu^on  aurait  pu  poser,  par  exemple, 
ÇV   =  ESt*^* ,  parce  "qu'on  aurait  eu  d'abord  c  —  i  =  *  ,  d'où  e  =  5  j 

ensuite  ^  k  cause  de   i?  =  5 ,  on  aurait  trouvé  6'  =  — r~  )   en  sorte   que 

3 

le  terme  Si*  aurait  pris  la  place  Je  Ht', 

On  Toit  donc  que  de  la  m^mc  manière  que  P  dérive  àe  fx  ,  Q  Aénvt 
de  P^  puisque  Q  est  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
raccroissement  dans  le  développement  de  P,  après  la  substitution  de  <r 
plus  son  accroissement ,  substitution  qui  change  P  en  p.  On  voit  que  H 
dérive  de  la  même  ^manière  que  Ç  ,  et  ainsi  de  chacun  des  autres  ooefficiens* 

On  a  donc  ,  d'après  les  notations  codvenues  dans  le  texte  , 

4r       «.       àP       ^,       dO  àR 

djç  dx        ^  dr  dx  «f 
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et  coBséqaemment 

^  ■"*  dx  '       ""  '   dx   ""  a.5        dx        ""  a.3  dx»  ~  i.a.3  dx>^' 

d7?  1        d^P  1  d<r 


dx  i.!k.3     dx'         i.a.3.4    dx« 

1 d«P  I        dy 

1. a. 3. 4-5     dx*  X...5     drs 

en  sorte  qu'on  retronTe 

dy  d»r    î*  dV      i» 

^  '      "^         dr  dx»   i.a        dx*    i.a.3 


Sur  le  Chapitre  IV  {pag.  4^)* 

Kous  donnerons  ,  d*après  M.  Lagrange  (  Calcul  des  fo fictions  ) ,  une 
autre  déierminâiion  du  coefficient  indéterminé  ^  qui  entre  dant  le  déve- 
loppement 

A^  x^  A^  x* 

sîn  X  =  Ax  — h  -r- — ■  -♦"  etc. 

3.3  3.3.4*5 

Cette  série  sera  nécessairement  oonvefgente  ,  en  prenant  Tangle  x  tel  quA 
Ax  soit  égal  ou  moindre  que  Tunité ,  et  on  aura ,  en  même  temt  y 

A^x"^ 
«in  X  <  Ax    et    >  Ax  — 


^  2.3 


D'un  autre  côté .  il  est  démontré  rigoureusement  par  les  tbéorémes  d'^Arehi" 
mède  (*)  ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre  que  Tare ,  et  que  la  tangente 
est  plui  grande  que  Tare ,  du  moins  dans  le  premier  quart  de  cercle  ^  ainsi 
on  aura 


SID  «  ^  X  ,       ■  >  X  ,  • 

COS  X 


C*)  Voj.  le   Triffonomttne  de  Lcgeudlie  ,  pag.  3.3. 
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mais  coftx  s:  y/i  —  sin^  x  ,  donc 


sin  a:  .  jp 


^ ^ X ,  d'où  sin*  X  ]> X*  ( i  —  sîn^x)  et  sin  x  > 


K«— MU*X  V   I    +X* 

Ainsi,  on  aur^,  par  la  nature  du  cercle, 

fia  >  ^  X    et    liii  x  ^ 


\/r 


+  X» 


Si  doBC  on  prend  Tangle  x  moindre  qu'un  droit  et  assez  pçiit  pour  qaa 
Ax  soit  moindre  que  Tunité ,  on  aura  nécessairement 


^      .  X 

!•• Sin  X  <  Ax ,    sin  X  ^ 


V  i.+  xx 

et,  par  conséqoait , 

Ax^ — ~ .    d'où   A^         \ ; 

v/i-t-xx  vu- XX 

/ 

a® sm  X  >  -^x —    et    sift  X  <  X  , 

par  conséquent, 

:rfx  — -:^îl^<x,   d'où   ^-J^lfl<i   rt  u<<i+'^''^ 


a. 3  a. 3  3.3 

•     Gomme  ces  deux  conditions  doivexlt  avoir  lieu  quelque  petit  que  soit  x, 
il  r^ulte  de  la  première  que  A  ne  peut  être  moindre  que  t\  car  ai  ou. 

avait  ^  <  I ,  on  aurait  "T  >  ï  î  or ,  la  condition 

A 

,  .  I  .  r  / .  * 

A  >  — :=r:r  donne   —  ^  \/ 1  +  xx  ^ 

\/  I-f.  XX  -^ 


donc ,  de  quelque  petite  quantité  que  —  surpassât  Tunibé ,  il  serait  too- 

•A. 

joors  possible  de  prendre  x  asseï  petit  pour  que  V  i  4-  xx  fût  ^"7* 


tandis  que  v  i  ^  xx  doit  être  ,  au  conUairc ,  >  —r^ 


Il  résvlil  esuîte  de  la  leoonde  condition  que  "^A  ne  peut  pas  être  plus 
ffnind  que  Tuniié  ;  car  quelque  petit  que  iïit  Teicèa  de  A  sur  Punibé ,  il 
aérait  tonjçurs  poiiihie  de  prendre  x  asiicz  petit  pour  que  Ton  eût 

A^x* 


a. 3 


tandis  qu'au  contraire ,  on  doit  toujours  avoir  ^  ^  i  -|- -. 

Donc,  puisque  la  Taleur  de  A  ne  peut  être  ni  moiodre  ui  plas  grande 
que  ranité  ,  et  puisque  d^ailleun  A  e«t  un  nombre  ,'  on  aura  nëcetsaire- 
ment  ^  =  i.  On  remarquera  que  cette  conclusion  suppose  l'arc  x  enttv 
zéro  et  un  quart  de  cercle ,  tandis  que  ,  dans  la  texte ,  nous  cunsidérions 
des  multiples  quelconques  de  Tare  x,  et  ai<»s  la  valeur  Ass  1  correspond 
à  Parc  simple  x.^On  pourrait  démontrer  d'une  manière  nnalague  que  \t 
«ocfficicnt  A  y  dans  la  s^io  du  cosinus  (pag.  5o  ) ,  est  a:  i« 


Sur  le  Chapitre  IV.    {pog,  49)^ 

Vors  avons  promis  de  démontrer  qua  quel  que  fût  Texposant  d^un  binoné\ 
le  coeiUcicnt  numérique  du  second  ternie  du  développement ,  était  égal  à 

cet  cxpoiant.  On  a  {x-^- i)"*  tzx"(i  -♦-  —  J    =x"*(i+^r,   en  ùà^ 

i 
saut  ~  "=        en  sorte  qu^il  suffit  de  démontrer  la  proposition  à  Fégard 

« 

<^  (  '  "*"  /)*"•  On  P««»  «upposer 

Pf  représentant  le  reste  du  développement  ,  et  P  une  fonction  de  nombres 
ei  de  y^  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  y^s.  o.  Si  Ton  désigne  par  A 
<c  que  devient  P  pour  /-  =  o ,  et  par  Jty  la  ))artie  de  P  qui  devient 
nulle  dans  la  même  hypothèse  |  on  aura 

(  I +^)"»  =  r-l- (^  + /îj)  j  =  I  +  >4y -4-  etc. , 

où  A  ne  contient  plus  ^  »  et  ne   peut  être  qu'une  fonction  de  m  ti  de 
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ttomlirct  t  comme  on  l'a  d^ailkiin  va  (  pag.  4^  )•  Il  s^jfit  donc  de  dé 
miner  A  :  aoit,  à  c«t  efiCet , 

et  oo  turm 

(i-^yT —  i -^x*  fin -*- €tc (ij 

nais  on  «amt  pareillement 

Maltjpliant  rune  par  Tautre  ocfl  deux  identitéty  et  arrêtant  k  drvdopp^ 
ment  au  terme  de  première  puiMaoce  de  ^^  on  trouvcim 

(I  -•-j)"'"^*  =  i  H-(/m4-/#i)^H-  etc.  .   -    .    .  (3) 

Mais  en  changetnt  m  en  m  H-  n  dans  (i) ,  ou  n  en  m  -4-  is   dans  (i), 


on  a 


(i-4-^)-+''  =  i-4-/'(in+>t)j--*-etc...    .(4) 


Des  d^Tcloppcmens  (5)  et  (4)  qui  appartiennent  à  la  mdme  fonctioti ,  et 
condat 

ym+y»^ /*(m+ n)  .   .   .  .  (5) 

Si  Ton  écrit  m  4-  <  poor  m  et  n  —  c  pour  a  ,  (5)  deViendr% 

donc  les  fonctions  ym  et  fn  sont  telles   que  leur  somme  ne   varie  pas 
par  ces  hjpotbèses.  Cette  propriéié  sert  à  £iire  connaître  la  nature  de  en 

fonctions,  et  on  s'^apperçoit  aisément  qu'on  ne  peut  que  supposer 

« 

fm  =  am  -♦"  c, 

C^est-à-dire ,  que  Jm  et  fn  ne  peuvent  être  que  linéaires  en  m  cl  il*  H 
reste  à  déterpainer  les  coefiiciçns  a  et  c.   Or,  de 

(i  •4-^)'"  =1  +(aw+c)  j^+  etc., 
•n  déduit ,  pour  m  =  o , 

X  =  l  •*-  i:/*  +  etc.  y    d'où    o  =  c/*  +  etc.  , 


et  GOmnM  le  dctitloppemetit  procède  suivant  leà  puitfa&ccs  de  y^  on  conclut 
c  :=  o  y  et  censëqucmment 

» 

(  I  -*-  xY^  as  I  4-  anty  4-  etc.  : 
d^aiJQeiin,  pour  m  =1 ,  on  a 

%  i  -¥-  y  =:  i  ^  ajr  -^  etc.  , 

donc  «=  I.  Donc  enfin , 

(  J  +  jr)'"  =  I  +  iiiy  -♦-  etc. 
Cette  démonatration  ett  due  à  M.  Poiàson. 


'Sur  les  Chapitres  XI  et  XIV. 

Des  limites  de  la  série  de  Taylor. 

GoMXB  le  théorème  dca  limites  de  la  théorie  de  Tajlor ,  qui  fidt  le 
sujet  des  chapitres  cités ,  sert  de  fondement  aux  applications  du  calcul  dii!^ 
rentiel  y  nous  allons  en  donner  une  nouvelle  démonstration  que  nous  avont 
tirée  du  grand  Traité  de  Calcul  dijjférentiel  de  M.  Lacroix ,  qui  '« 
|iaru  au  moment  où  on  imprimait  ces  notes. 

Nous  observerons  d'abord  que  ces  limites  se  découvriraient  très-aisément , 
ai  tous  les  termes  de  la  série  de  Tajrlor  avaient  le  même  signe. 

En  efièt ,  la  série  de  Tajrlor  considérée  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une 
seule  variable  x ,  que  nous  désignerons  par  u,  et  prise  à  partir  du  tenus 
de  Tordra  n  +  i ,  étant 

dx »•+•«'   i.a.3...(ii+i)    "*"    dx»-*-»   '  i.a.5..  .(/»-♦-») 

■^    dx'H.î   '   i.a.3...C«-*-3)  '  •**' 
reTient  à 

««•H  r  dx^t-iu         d»H-SB       i  d"+3u        / 

i.a.3...(/t  +  i)  t  dx«-fi  "*■  dx-H-a  •^rjrï'*'  djt«+3  '^TTi"*'*^*'} 


et  on  Toit  que ,  dans  HirpoUicse  actoelk ,  la  somme  de  la  initie  cbtre  lei 
accolades  »  surpaïae  ton  premier  teime.  Si  Ton  représente  ptr  cé 

que  deTient  ,  lor8qut)n  y  change  .r  eu  x  + 1  ^  on  lut  qw 

dx"-+-» 

j„^-,„'       *     dn*^<U  dn+'tu       t  d"+3u        l» 

—  ^.— — _—  -*-  — — — — ^  — *-   -4-  I  »  ■         J^  etc. 

développement  dont  diaque  terme  ,  i  partir  du  second ,  est  évidemment 
plus  crand  que  celui  qui  lui  correspond  dans  k  sérîe  entre  les  acooMes, 
puisque  les  diviseurs  sont  moindres  :   cette  série  est  donc 

dn+itt  dM-itt 


Il  résulte  de  là  que  W  valeur  do  W  série  de  Tajlbr  ,  considérée  dans  tod 
«ntier ,  sera  comprise  entre  les  deux  séries  suivantes  I 

j„  d"i»  i»  d'»+«tt  »  »••+•« 

•*  ^    dx  dx»      i.a...»         dx^-^-»      i.a...  (/i+i)  ' 

j^  d'ïu  ««  ,    d»+»<*'      •       «■"+« 

Passons  au  cas  o&  les  signas  H-  et—  se  co|iibiDent  d'une  mamère  quel* 
conque  dans  la  série  de  Ittjrhu 

Nous  éuiblirons  d'abord  cette  proposition  auxiliaire  :  tottie  Jonelion  V 
et  une  variabU  t  <jui  s'éx'anouit  en  même  tcmt  que  cette  variable,  et 
dont  le  coefficient  àijjférentiel  du  premier  ordre ,  ^ue  je  désignBrai  par 
U'  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  de  t-rzo  à  i  =  b ,  et  i»a 
devient  pas  infini  ^  est  nécessairement  de  mène  signe  que  ce  coefficient^ 
si  b  est  positif  y  et  de  signe  contraire  ,  si  b  est  négatif. 

Si  l'on  partage  Tintervallc  6  en  un  nombre  n  de  parties  égales ,  et  quà 
""'""fi""/»""/» 


NOT 


J^H 
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^^pooÂent 


^7  =  0,       =t^^,    =Cr,,     =2/3,    etc., 
t/'=:C^;,     =£^;,    =f/,.,     =C^,',    etc.. 


on  aura 


£7.-o        = 


—  (C^; 


+  ^0, 


n 


y^  ',   ^ii  ^a"*   ^^**^  ^**   qu*ùtiléf  que  là  siipposiiion  de  A  =  b  rebd 
nulles,  et  qui  conséquemment  peuvent  devenir  aussi  petites  que  Ton  Toudra, 
€a  faisant  croître  le  nombre  n  sans  toàdher  à  b ,  tandis  que  17^%  U^\  cte. , 
ne  varieront  pas ,  ce  qui  résulte  du  théorème  de    lajlor  (  Chap.  IT  )   :  or , 
cCAnme  on  pent  rendre  le  seeond  terme  de  cha<:^ne  des  expressions  ci-des^* 
•us ,  aussi  petit  que  Ton  voudra  par   rapport    au    premier ,  le    sigue   do 
^liSicun  des  seconds  membrrs^  ne  d<^pendra  donc  que  de  celui  de  leur  pre~ 
mier  terme  ,  et  si  ce  dernier  signe  ne  chahge  fus  ,  aiiisl  qu'on  le  sii])pose^ 
il  sera  celui  de  tous  les  seconds  membres  :  or,  en  ajoutant  les  premiers 
membres  et  eiîaçant  les  termes  qui  se  détruisent,  oh  trouTe  que  la  somaio 
test  égale  à   27), ,   c^est-à-dire ,  à  la  valeur  de    U  correspondante  à  6 ,  en 
sorte  que  cette  aomme'sera  de  même  signe  que  27ô%  Ui\  ^ic. ,  si  b  est 
positif,  et  de  signe  contraire,  si  b  est  négatif. 

Cela  posé  ,  soient  m  et  M  des  quantités  constantes  dont  Tune  est  plus  petite 
et  Pautre  plus  grande  que  toutes  les  '  valeurs  que  reçoit  dans  Tintervalie  de 
X  à  jc^  i ,  la  série 


du  d'il  ^  i 

-H 


d^u 


dx 


dx» 


dx^      T. a.  3 


+  etc.  » 


«n   donnant  à  i  des  valeurs  suctesaives ,'  a  paitir  de  o  :  on  aura ,  d['apfif 
la  série  da  Ttkytof , 

tt' —  «.>  mi    et    tt'—  u^Mij 

aS  ■ 


•  I 


■ 

454  Notes* 

li'  étant  u  lorsque  x  4evieht  x  -4-  e  :  ces  ioégalilés  donnent  oelles-ct 

B  .^  u  —  wi >0 ,     Mi  —  (tt'  —  u )  >  o. 

Mais  il  est  visible  cpie  ces  quantités  peuvent  être  regarddes  eonune  éék 
fonctions  de  i  qui  s'évanouissent  pour  i  =:  o  ,  puisqu'aion  u  redevient  u^ 
et  comme  elles  sont  tontes  deux  positives,  il  faut,  conformément  aulemme, 
que  le  coefticient  diffiéreniiel  de  chacune  ,  pris  par  rapport  à  i ,  soit  positif  i 
et  ne  devienne  pas  inlinl  pour  toute  valeur  de  {.entre  zéro  et  ôeile  à  bquelle 
on  s'airète.  Or,  ces  coeflîcicBS  qui  sont  respcctivemeut 

du  .^       du' 

— : m    et    M jr» 

ds  d< 

en  observant  que     u  ne  renferme  paa    i  ,  rest<nit  positifs ,    si   Ton  prend 

du 
m  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  — ^  et  M  plus  grande  que  U 

Al 

au  d«' 

plus  grande  de  œa    valeurs  ;  tuast  i  comme   — -  = -- —   (p*g*  n^)^ 

Ai  dx 

dtt        d*u     i 

la  valeur  de  U  série h  -i —  —  «  «te.  •  jera  oompriae  entre  la  plue  cittida 

dx        dx*     d  '  r-       -  .  r      »      ^ 

et  la  plus  petite  des  valeurs  de  — -s  «t  c'est «iosi qu'on détcrmiiit m  et  itf^ 

dx 

4 

Supposons  ensuite  que  m  et  3f  représentent  des  quantités,  l'une  plan 
"^tiie  et  Tautre  plus  grande  que 

d'tt  d»B      i  d<tt       !• 

■  ■  «4-  ■  — —  4-  — •■  -  — '  -4-  etc- * 

dx»  dx»     5         dx4     3.4  ' 

en  considérant  toute  la  série  de  Tajkir^  on  ausa 

du     I  mi*  du     /         Mù 

dx     I  i.a  dx     z         i.a 

tt  par  conséquent  les  différences 


/ 


d»     I  mi*  Mi*-       /  du     i 


d*     I  a 


i/i^       /  du     «  \ 


qui  s^évanouisaeDt  pour  i  s  o ,  deviont  être  tontca  dam  pontivcs.  ^  Toa 
en  prend  les  coefEciens  différentiels  par  rapport  à  t ,  il  viendra ,  en  ob» 

du'  du' 

servant  que  — -  =s > 

d(  dx 
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^u'  èu  .      ,,.        du'  au 

nii  ;   'Ml —  -*-  - —  > 


d/  àx  '  dî  dx 

'^aintitéft  esMOÛellemeQt  posilivet  et  qui  s'évanouisAent  encore  pour  <  =r  0| 

du'  au  du 

ntrcfi  qu''al0r$ = =  ~r     '  O'  j  'c  si^pic  du  coeflicient  diffénnûel  * 

d/  d«r  dx 

par  rapport  à  <,  de  chacune  d'elfes,  devaat  être  le  même  que, celui  de  cei 

!fonc(iODS  ,  il  faudra  iyié 

* 

dV  ,^         d'u' 

-^  m,    iw  —  — ::- —  9 


di-»  di 

1 

•oieut  toujours  positifs  ,  ce  qui  aura  lieu ,  si  m  est.  moindre  que  la  pliu  petite 

d'il' 

^ée»  râleurs  de  9  et   si   il/  surpasse  la  plvs  grande  de  ces  Talem  :  et 

dt'  ' 

d'il'  d'w' 

'comme = «  on  conclura  encore  que  la  série 

d*>  djc>  ^ 

d'M  d'u       £'      .      d'u         i* 

-¥ ^  "4-  — ; ètc.^ 


dJC*  dj-*      3  dx4       5.4 

d'ii'   ' 
cdmprise  entre  la  pius  grande  et  la  plus  petite  des  Talèurk  de  ~,~'~* 

On  peut  continuer  de  cette  inanicTe  ,  eli  sorte  qu^il  suffira  d^indiquer  Ig 
tskfcul  pour  les  limites  m  et  M  de  la  série 

d'tt  d^u       £  d'^u        I 

4-   — :: —  •+"   — :: — -       .   j    > 


dx^  dr*      4  dx»       4-5 

en  ohsenrant  qu^il  faut  différcntier  trois  fois  de  suite  par  rapport  à  t*  lii 
expressions 


"-"          dx 

1 

I 

...*"•  ..^„'^. 

1i 

> 


dr*     1.9  i.a.3 


Mo  /  ^  ^      dû     i  d'à        «*    \ 

"  '  "       ■       —  I   U   *—  M  — ■  — =■   — •    •— J 

i.a.3  \  dx     i  dx*       i.a  / 


qui  doanc  •neceifi'vement 


i         du         d«tt    .        mi*      Ml-'       /  d\£         dû        d»tt    \ 
\         dx        dx*  i.a       i.a       \  de         dx  .      dis*    / 
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d«u        d*u  ,,.        /d«tt'       à*u 


d<«        dx« 


d'u  .^  d'tt 

--—  —  ni  5  AT  ^     -77-» 

dx^  di' 

el ,  en  raisonnant  comme   cl-destus  ,  on  trouveHi  que   m  et  3f  doirgat 

représenter  la  |>1us  petite  et  la  plus  grande  Taleur  de  • 

dx' 

On  a  supposé  Taccrouseraent  t  positif;  sHl  était  négatif  ,  il  frndrâît 
prendre  les  limites  dans  un  ordre  invetie;  m  répondrait  à  la  limite  cm 
excès,  et   M  h  U  limite  eu  dé£tut* 

Ce  surplus   du  développement 

♦-  etc.  , 


djc"-*"  dx"^"*         «  -4-  a  dx""^^        («  -4-  a)  (n  +  3) 

devant  être  compris  entre  la  j)lus  grande  et  la  plus  petite  des  Taleim  ^» 

d*+-'u 
1**^*°     "  ■   n-|,|  '  VOur   toutes    celles   que    Ton    peut  donner   à    *    depuis  o 

CiJw 

jusqu^'à  la  Taleur  actuelle  •«,  il  est  -viûble  qu'ail  existe  une  valen».  iat«t- 
jnédiaire  du  même  coefficient  difTérentiel ,  qui  est  précisétnent  é|rale  à  la 
serre  ci-dessus ,  et  qu*en  la  substituant  dans  la  série  de  Taylor ,  elle  don- 
nerait ,  par  nu  nombre  n  ^  a  do  termes  ,  la  Taleur  exacte  du  dcTelop- 
pement  de  u  on  àt  J{x  -*-  «). 

Soit  Uu^i  oetts  Talenr  de  ■      „^j"  qui  doit  être  nécessairement  Haie, 


d''+-u 


1-.' 


^tttes  les  fois  que  le  cOefEcIent  différentiel -^ —  ne  deTient  pas  in£nt 

dans  rétendue  d«a  Taleurs  de  c,  depuis  o  jusqu'*à'i  :  on  aura  rigourau* 


aement 


.     r'«     I  d"u         ,"  Un^.i"-^ 

u  =r  u  -1 ; —  —   "  " 


djT     1  dx"    i.a.../i  i.a.,.(/»+j) 

On  TOft  maintenant  comment  il  est  posstUe  d'assigner  ,  pour  i ,  uat 

Taleur  telle  que  le  terme '  surpasse  U   somme   de   ceu» 

_  dx        «.»...«         "^^ 

qui  le  suîrent  dani  la  série  da   Taylor  :  Cîa   les  deux  derniers  termes  d« 


fexpresnon  ei-desitift ,  verenaiit  k 
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I»         (  d-u  .,  i      \ 


H  soflit  de  âdre 


^< 


»  +  1       d"M 


TT 


•H-x         dx" 

daiifl  ce  eas  )  H  n^est  pas  nécesRftire  de  connaître  la  Taleur  de  (7^^,^  î  <i* 
pent  la   remplaaer  par  une   quantité  qui   la   torpasse  ,  et  employer  a  cet 

effet  la  p|iu  grande  Yaleur  <|Be  prend   ^j^^p   dans  un  in|ervaUe ,  plui 

,  use 

étendu  qne  la  r^Ienr  de  i  à  laquelle  oti  «'arrête. 

Vous  allons  étendre ,  en  suivant  toujours  M.  Lacroix ,  la  même  analysa 

aux  foDCtiona  de  deux  Tariafales. 

Désignons  encore  par  u  une  fonction  de  jp  et  j^  ,  etiaisOQspour  un  moment 

I 

t  étant  nue  noaTelle  Ttriable  dont  u  sera  par  conséquent  une  fonction  \ 
«H  a«Ta  alors 


du 
dt 


dx 
ift  comme     .  -  et 

dt  et 


du       dx 

"      •  "■"— 

dx        àt 

4r 


du        d^ 


du 


^f. 


djr        dt         dx  dj: 

soot  les  constantes  i  et  ft ,  on  aura     % 


d«tt 
"dt^ 


d*u       dar»  d*if        dr       djf      .  d*»     dy^ 

■         •  ■  ■+•  a  « ■  •  -'   -  H-  ■■  - 

dx«        dt»  dad/-       dt    .   dt  dj*     et* 

d*u                   d'u       .         d"tt    , 
i  •  +  a  -7-:: —  ik  H A*  ^ 


en  sorte  que  ^  t  se  oliailfe  en  <  -f-  « ,   ou  an»  les  deux  développemeia 
identiques 


J.a 


du    f  d*u 

II'  =s  tt  -H  -:;—  -^  +  -; — 
dl      I  dr* 

{du  du  .) 

««       r    d>M 
•4.  ^— —  ,• 


d3» 


d<^     i.a.3 


etc.. 


d*M  d'u 


dl^ 


4*» 


•} 


**>-4-  ete.\ 


458  îïoT*«, 

•i  Voa  urèhs  le  pwmier  au  terme  — -  -^  •  9  la  somme  de  tons  k^ 

temies  sui^an^  agum  pour  limUefti   4«P*^  ^  ^^  TMiit -d'hêtre  démontré  |^ 
ce  que  devieut •  ■    ,  Jorsqu  ou   y  met  tucoeasiv^- 

^  dX«+'  1.2...(«-*-l)  -^  J     -^ 

d"'*"V 
ment  pour la  plui  gronde   et   la  plus  petite   valeur  que  preud  oe. 

COefijcient  difiercntitl  deptuA  a,  =;:  Ovîu  Hii'a  U  valeur  à  l^flrUe  «P  ^skwrèÊê* 
11  8i|it  de  là  qu'eu   poussant  le  second  dévçloppeiaeQt  jusqu'au  terme 

\  d"u  d"tt  „  d""     .1 

«'Ida:'*'  ax"-'d^  4r'*'    i 


1.2 


)ft  somme  du  reste  de  la  série  aura  pour  limiies  ce  que  devient 

Cl«+i  €   d^+lu'  <!"•*•»«'«  d*+^B'  1 

lorsqu'on  y  met,  au  lieu  de  h  fonction  entre  parenthèses,  la  plus  grande, 
et  la  plus  petite  T.ilcur  qu'elle  preod  depuis  c  =;  o  ,  junjRVà  U  déniera, 
valeur  que  Ton  donne  à  «,  et  il  laut  ob>ervçr  que  le  chur^mewt  de  t- 
en  £  Ht  «  répond  aux  changemens  de*enjr-h«*,  ctde^  enjr-+-«kj 
de  sorte  /qu'aux  valeurs  d^  «  9  depuis  sÈéro  pisqu^â  Pumté  9  correspondent 
des  valeurs  de  ai  et  de  ak   depuis  séro  ju»qu''à  i  et  h» 

Or ,  en  prenant  •  =^  1  ,  le  second  développement  de  ,u  devient 

ï      ^  du  du    ,) 

I      i  d»»  d'u       .  d»u     ,  "I 

i.a    i  dr>  djcdj^  ^  > 

+  etc. , 

9ont  on  a  Itn  Hmites  en  mutant  dans 

fn  place  de  la  série  entre  parenthèses  It  ]p\aa.  grande  Qt  U  phif  petite 
valeur  qu^cIle  prend  depuis  <  =:  o  et  k  zs'o  jusqu'aux  valeurs  actuelles  de 
i  et  k  :  on  peocra  \  ht  plus  forte  r&ison ,  prendre  une  valeur  plus  grande 
que  la  plus  grande  et  plus  petite  que  la  plut  petite» 


NoTCf.  4^9 

iBRivIATION  PAR  LES  INFIKIH£7)T  PETITS. 

li<M»  ATOUt  o^Garty  daiu  les  trois  premiers  chapitres  du  lexts  ,  les 
inincipes  fondainentaux  du  calcul  dUféi'eiitii;]  ,  en  oe  l'appuyam  que  sur 
^es  considéraùone  puremont  analytiques  et  indépciidanies  de  toute  b^*po- 
tlièse  sur  la  Taleur  et  la  nature  des  accroissemen»  qfii  ne  se  montrent  ilims 
le  calcul  que  pour  marquer  la  trace  des  op^ratious  par  lesquelles  on  est 
parvenu  aux  fonctions  appelées  ooeiliciens  dilKrentie^  ,  dont  la  déteitni- 
nation  pour  toute»,  les  fonctions  ,  est  le  vériiai»fe  olijel  de  cette  analyse. 
Leibnitz  à  qui  nous  en  devons  la  connaissance  |  a  présenté  cette  méUbode 
d'aune  manière  moins  rigoureuse  en  apparence  ,  mais  cependant  bien  coin- 
ttiode  dans  les  applications  ,  et  souv^^nt  très-utile  par  cette  raison.  It  suppose 
que  les  quantiiée  variables  prennent  des  ficcroissemens  infiniment  petits ,  et 
tels  qa*oo  doit  les  négliger  vis-à-vis  des  grandeurs  iinieft,  en  sorte  que  ces 
aecrolsaeniens  m  peurent  jamais  être  compara  qn^cntrc  eux  ;  et  c'est  en 
effet  ce  -qnW  itippon  tonjodrs  dans  les  applications.  11  dcniaude  ensuite 
qu^on  puisse  prendre  à  volonté ,  ISine  pour  l'autre  ,  deux  grandeurs  qui 
ne  dtfftrent  entre  eHes  que  d'une  quantité  infinîinenr  petite  ;  d'oii  il  résulte 
qn*il  frat  supprimer ,  dan<  le  déveToppement  des  accrolsemcns  des  fondions  « 
tontes  les  poilsailcef  de  dx,  d^,  etc.,  supérieures  à  \\   première.   Aiusi, 

ê 

pont  oblcoM^  la  différentîene  de  j^  ,  U  développe  le  produit 

il  letrancbe  la  fonction  primitive,  xjr ,  puis  il  rejette  le  terme  âxdjr  comme 
4taBt  iniînineiH  petit  a  l'égard  des  deux  autres,  ce  qui  donne 

En  effet ,  dx  d^  peut  être  considéré  comme  le  quatrième  terme  de  cette 

proportion , 

I  :  d*:;  éj^  :  drd^-i 

donc ,  ai  dx  est  înCpiment  petit  par  rapport  aux  grnpdcnrs  finies  de  )a 
snéme  espèce  que  Tunité ,  c'est  à-dire ,  s^il  est  contenu  un  nombre  infini 
de  fois  dans  Tunité  ,  àxé^  «era  contenu  de  même  un  nombre  infini  de 
ibis  dans  dx  ou  dans  d^ ,  at  ,  par  cposéquent ,  il  sera  infiniment  petit  ou 
n^ligeable  par  rapport  à  dx  ou  dy» 

L^homogénéiié  des  eaprcmons  différentielles ,  est  une  snite  néeenalre  de 
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la  m^Uiode  de  Leibniiz  ;  car  d'après  la  remarque  faite  Q-densus  à  F^Bidl 
(}e  ôxily  ^  il  ne  peut  resUr  que  des  termes  da  degré  le  moins  éleré ,  toia^ 
les  auli'is  c1e.vnnt  rti'e  ntgli^^  \is-4>^i»  de  ceux-ci. 

£n  passant  au  second  ordre,  LcitmtzrtSfXtàR  les  différentielles  seomdes 
comme  inHuiu)(.Dt  pctiies  par  mpport  «ux  din^rentielles  premières,  et,  par 
conséqiu-nt  ,  comme  homogènes  a>cc  les  quarrés  de  ceUes-ci ,  supposition 
qui  e^t  une  rou-^éqiipoce  uécesMire  de  celle  qui  .a  élë  faite  à  IVgard  des 
diflerenti«'lUs  du  pininer  ordre  \  car  si  dans  Max  +  iVd^ ,  par  exemple , 
on  fait  vaiior  en  même  tcnis  que  àx  et  d^ ,  les  x  et  les  y  qui  sont  dans 
M  et  iV,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

MA^x  H-  Này  4-  Pàx*  -\'  Qàxày-^  Ràj^*^ 

mais  dx*,  dxd^,  d^'  sont  iniiaiment  petits  à  Pégard  de  dx  et  d^;  il  &qt 
donc ,  pom-  l'homo^cnëitf ,  que  d  .r ,  d*^  soient  infiniment  petits  par  nf^ 
port  à  dx  et  Oj ,  c\  qu''ils  soient  de  même  ordre  que  dx*  et  d/**. 

Il  suit  de  là  que ,  pour  trouver  les  difTéren^tielIes  secondes,  troisièmes,  etc., 
il  faut  regarder  les  diftéreaiielles  comme  d^  nouvelles  capables  qui  ont 
elles-mêmes  leurs  dinereniicllcs  (|ni  sont  dW  ord^e  supérieur,  et  rejeter  du 
résultat  tous  les  ternies  qui  seraient  d*un  ordre  supérieur  à  çelui^-là. 

CTest  de  ce  petit  nombre  de  principes  que  se  déduisait  les  divers  pro» 
cédés  de  la  difléren lia  lion  ,*  et  on  voit  déjà  qu'ails  rendeajL  toutes  les  règle» 
que  nous  ayons  données  dans  le  texte  :  cppendant,  pour  mieux  montrer 
les  abréviations  qui  en  résultent,  nous  allons  entrer  dans  les  détails,  et 
ijious  commencerons  par  la  démonstration  du  théorème  de  Tajrlon 

Si  Ton  considère  une  suite  de  valeurs  de  x ,  sayoir  :^  x,  Jc\  x%  x", . .. 
telles  que  l.a  diffcrence  constante  et  infioimeQt  petite.,  soit  dx ,  et  si  l^ 
\«leim  correspondantes  de  y  sont  y,  y'^ y'\  y*^. . . .,  on  aur* 

y'-r=4)'.  f-y^ày,  y^r'^Y^  r" -r"  ==  Y •  -  :■ 

d'où  ■ 

y tv  =^--1- /,dy-+ 6dy -*- 4 d'j 4- d*^- . . . , 

et  généralement ,  ^ 

H-  — ^ '  ^         /  \ —L  dW+  etc.  , 
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çà  jk-,  à*Y^  cMy,  cK^. ...  «ont  des  iniînîmeiit  petits  des  preniîer,  9econd^ 
troisièine ,  quatrième ,  .  •  .  .  ordi'es ,  parce  que  les  ordonnées  consécutives 
y^y^y"  "'•  sont  infiniment  rapprochées  Tune  de  Tautre.  D'^ailleurs,  si  ^ 
dans  les  déreloppemens  de  Ly ,  A*)'. . . .  ,  suivant  les  puissances  de  "Ax  , 
données  (  pag.  i3  ) ,  on  change  Ax  dans  riniîniment  petit  dx  ,  et  en  même 
tenu  Ay^  A*y..*.  en  ày^,  à*y,,,.  ,  et  si  on  rejette  de  chacun  de  ces 
développemens  les  puissances  de  dx  supéri«ur«k  à  la  plus  petiu>,  comme 
négligeables  par  rapport  i-cellc-ct  ,  on  aura  d;-  =  Pdx  ,  à*y  =  Q  dx*  , 
^iv*  =  Ji  dx^ . . . .  ,  conséquemment  dj',  d*^ ,  d^. . . .  sont  de  m^e  ordro 

que  dx ,  ^»  =s  dar.djr ,  dx^  at  dr^.dr.  Cela  posé,  comme,  j^^"^  est 
vne  quantité  finie ,  il.  faut  ne  conserTer  da  second  ipembre  que  les  quan- 
tités finies  :  ainsi ,  en  supposant  n  =  ôo ,  afin  de  mettre  entre  la  dernière 

ordonnée  jr  C")  et  Tordonnée  de  départ  jr,  un  interralle  tidx  fini ,  et  négligeant, 
par  rapport  à  /i ,  les  nombres  soustraits  dans  les  fiicteurs,  on  aura  d^abord 


/..  n*d»r        n'.dV  n*dV 

;rC»)  =  y-H-ndr-*-  — ^  +  — r"^  —rr"^ 

a  a. 3  a. 3. 4 


etc. 


f  t  les  produits  ndjr,  n^d^y^  n^d^f ,  etc* ,  sont  finis ,  parce  que  Tun  des  Êictenn 
étant  an  infiniment  grand  d'un  certain  ordre ,  l'autre  est  un  infiniment 
petit  du  même  ordre.  Posant  donc  ndx  ^  i  quantité  finie  y  et  remplaçant  n 


par 


dx 


>  on  aura 


j-«=/(x  +  „dr}=/(a:+0.=y+|^.-+feT  + 


dx         dx' 


d'.r    ^ 
dx^  a. 3 


"4"  elc«y 


4JQ  qui  est  le.  théorème,  de  Tayîor* 

Ainsi ,  pour  avoir  la  différentielle  première  Pdx  d'une  fonction  yssfx^ 
<m  changera  x  en  x  •+•  dx ,  et  alors  y  deviendra  ^  -4-  dy  j  on  rejettenr, 
oomme  né|^igeabUs  par  rapport  au  terme  multiplié  par  dx  ,  ceux  qui 
doivent  être  multipHés  par  dx* ,  dx' ,  etc. ,  ce  qui  retient  à  recueillir  les 
termes  multipliés  par  dx  ,  dont  la  somme  est  la  difTéreniJelIe  première. 
Si  on  opère  sur  P  oomme  OA  viept  d'cpérer  sur  /x ,  et  si  on  daigne  le 
résulut  par  Çdx ,  le  pi-oduit  par  dx  sera  Qdx* ,  difEereniiclIe  seconde 
<|e  r*  =  /x  ;  de  celle-ci  on  déduira  de  la  même  manière  la  diflKrentiellff 
troisième  Rdx^ ,  et  aioù  de  suite.  Tel  est  le  résumé  des  trois .  premieit 
chapitres. 

Si  on  a  démontré ,  comme  on  le  verra  dans  le  titre  snivant ,  sans  supposer 
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le  théorème  de   Tayhr  j  que   toute  fonction  d^une  rariabU  comiporte  «m^ 
dîfférenueiie  première  \  en  sorte  que  cette  fonction  étant  /u  ,  et  sa  dllfcrcnijelle 
Pàu ,  il  wit  prouvé  que  le  coefficient  P    ne  peut  être  ni  nul  ni  tuÊni  , 
U  variable  u  resunt  indétfrniiuée ,  il  Revient  facile  d^établir    Iç  tbcocéine^. 
de  Taylor  ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

£d  effet  y  ea  spppoaant  qu'on  aifc  prouvé  qa« 

d(/u)=sPd«i 

tt  fiiisànt  alors 

u  =  or  -t-  «  ♦ 

tti  a 

d  {f{x  ^i))r=iP  (dx  ^  di)*. 

Soit  i  uxi«  çoBstantc  y  et 


•ojit  â:  nae  conslai^te ,  el 

d(/>  +  i) 


=  P 


df  *^ 

donc  Iç  cœmcient  diftcpentiel  P  reste  le  même  ,  soit  qu'on  dififéTenii»  U.. 
fonction  /  (  j  +  i  )  en  ne  faisant  yaricr  que  x:,  soit  qu'on  la  diflércnue  cr 
ne  fiuxant  varier  que  i. 
Beprengns  le  développement 

/(  J-  -*-  0  =/r  +  ^i  -4-  Bi*  ■+•  a»  +  Di*  -^  etc. , 

o&  y€,  if,  6',  etc.,  sotit  des  fonctions  encore  inconnue»  de  x\  on  «tf*  p 
|Mcir  déterminer  les  foncbous  A  y  J5  ,   C ,  etc.  ,  TidcutiU 

clx  di 

«pii  ibime 

tir  Ac  dje  d-r 

comparant  les  cocfQcicns  des  mémçs  puissances  d«  i,  il^  vient 
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A- 


dx 

d^ 
d^ 

A€ 
dx 


d'oCi 


d(A) 


etc. 

^t  cooHéquemiiicnt 

ç^fsl-à-dire  y 


£-¥ 


»(»  <v^d^(rj) 


djp' 


i.a 


dx'        i.a.3 


ete. 


dy  d*r     I*         d'r 

•^         dx  d.r»    i.a 


fj 


dx'      i.a.5 


^  etc. 


çn  remplaçant  /3r  par  y.  Mais  on  observera  que  cette  démonstration  doit 
Tenir  à  la  suite  de  la  différentiation  des  fonclioos  d'une  seule  variable,  puis^ 
quVHe  suppose  )a  forme  de  la  différentiel^  première  de  ces  fonctions  ,  qu\m 
aura  déterminée  par  Te  fait,  au  moins  pour  toutes  les  fonctions  connues. 
Passons  aux  différentielles  des  quantités  transcendantes  données  dans  le 
chapitre  quatrième  :  il  sufKt  d'assiguer  ceRes  du  sious  et  du  cosinus.  Ou.  a 

^(^ûax)  =sb(x  +  dx)  — •  sinx  ,    d  (oûsx)  »  coa(jr-^  dx)-— co»», 

c'est-à-dire , 

d  (sin  X  }  ^  sin  X  cos  dx  -I-  sin  dx  .  cos  x  -^  sin  x  , 
d  (cos  or)  =  COS.  X  ços  4'  ->—  sin  X  sin  dx  —  cos  x. 

s 

Or,  raccroissement  dx  éjUwit  regardé  comme  infiniment  petit,  cosdx=  ij 
et  en  place  de  sin  dx ,  on  peut  {vendre  l'arc  infixiiment  petit  dx  ;  donc 

d  (sin  x)  =  cos  X  .  dx,    d  (coi  x)  =?:  —  «n  x.dx. 

Si  oiv  prend  les  diCTérmatielles  successivet  de  sin  x  et  cos  x ,  et  qu'on  en 
substitue  les  coeHiciens  dans  la  série  de  Taylor^y  on  aura  les  développe- 
mens  cin  (x  +  dx) ,  co«  (x  -V  dx),  Taccroissement  dx  étant  quelconque. 
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Ces  mènes  fiq;miileB  peaTent  eacQre  sç  U^uver  tr^s-simptement  ptr  1^ 
géométrie, 
f  jg.  Su  ^'^  décrit  avec  le  njon  Cu4  =  i  vn  cercle  AMBA  ,  la  perprDdica- 
iaire  MP  sera  le  sinus  de  Tare  A9f ,  et  CP  <n  sera  le  cosinus  :  si  Toa 
mène  Fordoimée  ^m  infiniment  voisine  de  PM ^  Tare  infiniment  petit  Mtn 
qui  est  sensibiemeot  une  ligne,  droite  ,  sera  la  difii^entielle  dr  de  Tare 
AM  =:  X  ^  massera  donc  celle  de  sin  x ,  et  Pp  ou  àtn  celle  du  codDus, 
mais  cette  derrière  diiférentielle  doit  être  prise  négativement,  parce  que 
Tare  AM  croissant  de  I^IpL-sz  dx,  et  le  sinus  d$  mn  =  d  (sin  x)  ,  le 
cosinus  diminue  de  Pp  =,  Mn  y  qui,  sera  cODséquenunent  —  d  (cos  x)* 

Cela  posé,  en  considérant  le  petit  triangle  Annn  comme  ayant  ses  trois 
cotés  rectilignes ,  comme  d^ailleurs  ces  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux 
du  ^land  triangle  CPM ^  ces  triangles,  seront  semblables,  et  donneront 

CM  :  CP  :  :  Mm  :       m»  =       dr  .  oos  x 

CM  :  PM  :  :  Mm  :  —  -»/ii=  —  dx  .  siu  * i 

■ 

4onc  encore  ^ 

d  (sin x)  ^  dr  .  CM :r,     d(cosx}  =:*•  dx  sinx^ 
Pour  CM  =  rv  on  trouve 

djT.cosx  dx  sin  X 

d  (  sin  X  }  := •  t  d(cosx)=  —  ■ 

Sa  mainte^iant  le  rajon  CA  étant  =  r,  on  désigne  Tare  AM  pKc  s^ 
et  coBséqoemment  son  accroissement  infiniment  petit  Mm  par  d^,  u^P 
par  X ,  PM  par  /-,  en  sorte  qne  Pp  =:  Mn  =  dx ,  nm  =  d^,  la  triangle 
rectangle  Mmn  donnera 

d#  r=  V^dx»  4-  d/-». 

Or  Téquation  du  cercle  est  ^  =  V^^  rx  —  xx ,   d'oh  l'on  tire 

'rdx  — xdx  fr— xVdx» 

ày  =  ■  et    djf»  ==    ' 


l/arx— XX  a  rx— xx 

Substituant  cette  valeur  de  dj/«  dans  la  formule  de  dj,  et  réduisant ,  on 
trouve  • 

(i)  .   •  .  d#  =s 


i/ïT?::: 


XX 
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k  ^tant  le  littus  verse  et  l'arc  A3f.  La  même  équation  da  cercle  donné 


—r^r 


r^x=:  \/  rr^jrjTj    d'oîi     —  dr  =  ,  > 

fobstituatat  cette  valeur  de  djc*  dans  Texpreiiaion  dé  dj ,  et  rédÙi;Mnt ,   oft 
tfouvera 


(a)  .   .   k  dj  =r 


T^> 


l/rr  — ^^' 


^  étant  le  sinus  de  Tare  $  dans  un  cercle  dont  le   rayon  ^  r.  Cest  U 
formule  trouvée  (pag-  4^)  pour  r=:  i. 

A  cause  de  CP  =  C-<^  -^-^A',  ou  u=r  —  x,  on  « 


djT  =:  —  dii    et     K  a  rr  —  xx  =î  v 


rr  —  ua  ; 


) 


•insi  U  ennuis  (i)  devient 


r(  u 


(5)   .    .    •    d«  r=  —  —   ■    '  > 

\/rr  —    UH 

u  éttut  le  cosinus  de  Tare  s  dans  le  fercle  d'un  ra3ron  =  r.  Cest  la  fbr- 
mule  trouvée  (pag*  44)  ?<>"''  r=  i. 

La  trigonométrie  donne  cette  relation  t  = $  t  désignant  la  taogeni* 

u 

de  l'arc  AM ^  uson  cosinoa  ,  ct^  son  sinus  :  on  a  donc 
g=,..  =»    doù  jr=  —  ^    d/  = 


., --' ^  —       ,    «y  —  -^ 

Vrr+tt 

Substituant  ces  talenrs  de  d^  et  de  y  rr.'^jjr  dans  (?) ,  on  troaVen 

i*df 
(4)  .   .   .  d*  = • 

Cest  la  ibrmnle  trouvée  ^pog.  44  )  P^'ùr  la  différentielle  de  l'arc  dont  la 
tangente  est  t  dann  rhjpothise  r=:  i. 


44^  NoT£9. 


't'  éunt  la  coUDgeaie  de  Tare  #  ,  on  a  t'=£ 9    =-^- —         -^   ) 

doDc 


(5)  .    .    .  aj  =  - 


'j  ' 


9 


rr-^tt 


formule  trouvée  (  pag*  44  )  P^"'  ^  'différentielle  d'un  arc  ,  dunné  par  H 
'oolangeale,  on  supposant  r:=  i- 

£n(iu ,  4j  éunt  la  aécaate  et  g'  la  cosécante  de  l'ai-c  # ,  on  a 

rr  r*  ,        r* 

>A  coniéquemnieat 

fia  ■    fi.' 

(«).  .  .d»  =  — -r=^=.    <U  =  -— -===.  .  .(7) 

4f  Y  ç<f  —  rr  ^  V  9  9  —  rr 

Si  l^on  part  de  la  formule  du  binôme  ëtendae  à  tous  let  cas  de  Tnpo^ 
■QUt  (  pag.  27  et  a8  ) ,  et  <{u*on  en  déduise ,  ainsi  que  je  l'ai  lait  (^^.  ^ 
chap.  XXn  y  3*.  édit.  )  ,  le  développemciit  du  Ic^  (x  +  O  »  V^  <^t 

*^  '  **  /a\aj:  +  f  5(ax-hi)»  j 

<|a*on  remplace  i  par  dx ,  supposé  înliniment  petit ,  et  qu''on  rejette  con^ 
séqucmraent  les  puissances  de  dx,  bupéiieures  ■  Ja  première ^  et  dx  lui*' 
même  devant  a  x ,  on  aura 

t     dx 
log  ( X  -H  dx)  —  log  Jt ,     oti    d  ( log  X  )  = » 

M        X 

ia  étant  le  lof;ariihme  népérien  de  la  base  tf  ,  et  log  désignant  les  loga- 
rithmes calcules  sur  la  base  a*  Alors  de  a'  =j^,  oh  déduit 

•      X  :=  loc  r ,    d"'où   dx  ^ t 

et  conaéqucmment 


^ 
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^e'ces  diflerentiel]«f  premières  de  log  x  et  a',  on  piMera  aux  difTértn- 
tielles  successives,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  * 

Pour  difTéi-enticr  /(/>,  7,  r),  p,  ^,  r,  etc.,  étant  d«t  fonctions  dcx, 
on  changera  x  en  x-^dx  dans  p^q^r,  etc.;  on  fera  les  opérations  indi- 
quées par  le  tÀffte  f  ^  de  manière  cependant  à  se  borner  aux  termes  mul- 
tipliés par  dx  ,  dont  la  somme  sera  la  dif£éreniieUe  (ley*(^,  y  ,  r,  etc.  )| 
démontrée  dans  le  ciiiipitre  cinquième. 

Quant  aux  équations  y '(^,  a:)  ==  o  ,  dans  lesquelles  jr  est  une  fonction 
de  X ,  on  dilSerenûe  par  rapport  à  ^  en  obserrant  les  règles  précédem» 
ment 'démontrées  ,  on  divise  par  dx,  et  on  égale  le  résulut  à  zéro.  On 
trouve  de  la  même  manière  les  dérivées  consécutives  auxquelles  on  est 
parTenu  dans  le  sixième  chapitre. 

Pour  résoudre  la  question  du  chapitre  septième,  d'abord  dans  le  cas  le 
plus  simple  où  il  s*agit  de  passer  d^  /hypothèse  de  y=zfx  à  ThirpoibèM 

4r               V^dx"/ 
inverse  de  x  =  |>/ ,  c'est-à-dire  d'abord  du  "-. —  au   .»--- 9  qq  dilTéren* 

4r  ,       - 

fiera  le  coefficient  différentiel ■  à  la  manière  d'une  û^action,  en  regardant 

Ay  comme  une  constante  ,  et   en  représentant  la  dilTérentielle  de   dx  par 

éL(dx),  ou  plus  commodément  par  d'x  ,  et   on  aura « 

d*x 

drd»x  dr*  *"     T^ 

-•-  — .  =  —  — -; =,  —  — —•  Pour  trouver  la  formule  qni  doit  « 

dx3  /  dx  \ï  X  '  ^  ' 

à} y  dr  d'x 

■otts  la  même  hypothèse ,  remplacer  le >  on  dififérentiera  —  -^ 


dx*                                          dx> 
et  on   trouvera • 

—  d;^dx3d*x-*- 3d^dx«  (d'x)»  '        5d^(d'xV  d^  d»x 

dx?       '  dx*  dx4 

(d'x\«  d'x 

d^y         d^        3x"»      x"  .  ' 

-s  - — — —  ■         =r  —  —  — --  «  et  ainsi  de  suite.  Dant 

(dx  \5  •  dx  \4  x'i  X  4 

ày  )  V^J 

la  question  plus  générale  ou  x  et  ^    sont  fonctions  d'nne    troisième    va» 
riable ,  on  fait  varier  en  même  te.us  dx  et  dj^ ,  et  les  coefliciens  difërentiels 
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d«s  second,  troisième,  quatrième,  etc.,  ordres  tout  rempUcéi  ^^  ^ 

dx 

dx  d*^  —  dV  d'jc 
^  dx» 

dx»d'j  — 3drd«xd»^  +  3dr(d»Jc)'  ^-^dxd^d^x 

dx'  d</  —  6dx«  d»x  à\x  —  4  (dx)*  d»^  d'x 
__  -4-  i5dx(d^x}*d'j^-4-  lodxdrd'xd^x— i5d^(d»x)» -i- (dx)« ày d*x 
""  dx7 

ttc* 

ïfous  nous  bornerons  à  constater  ridentité  de  la  formule  ^ ^ — — 

dx» 

âVec  cell^ci  ■   ydomée  (pâte,  oo)  :  cette  deniière  cftt  .  •  i 

X  ■  ^  ^        . 

dt»  dt*       dx  ,  .       dr 

d»r  —  d»x  — =^ 

de  *^  dx 

—  «  en  omettant  le  dt  qui  rappelle 


dx*\»  dx* 


m 


la  Tariable  dont  x  et  ^  sont  fonctions  ;  eniiii ,  en  multipliant  haut  et  bac 
par  dâc ,  on  retombe  sur  la  transibiniée  ç..  Ainsi ,  dans  ces  fbntiules  <f  , 
r»  «,  etc.,  déduites  les  unes  des  autres  par  la  difTérentiation ,  oii  est  averti, 
par  1rs  difTëreniielles  de  dx  et  de  djr  qu'elles  contiennent,  que  x  «t^  sont 
des  fonctioui  d'une  trc^ième  variable. 

Les  cbapitres  VllI,  IX,  X,  XI  et  )kll  ne  sotit  susceptibles  d^aucunô 
abréviation  par  )a  méthode  des  infiniment  petits. 

Dans  le  chapitre  treizième ,  où  il  s^agit  de  trouver  la  différentielle  d^une 
fonction  de  plusieurs  t ambles  indépendantes,  et  d^abord  de  fi  =  /'(x,^}y 
on  attribuera  à  x  et  ^  les  accroissemens  infiniment  ]yeùts  et  indépendans 
dx  et  d/ ,  et  alors  u  prendra  Taccroissement  infiniment  petit  du  ;  on  dëve-  ' 
jloppern  /^(jt  +  dx^  ^  +  d^)  jusquaux  termes  multipliés  par  dx  et  djr 
inclusivement,  en  rejetant,  comme  nuls  par  rapport  à  ceux-là  ,  les  termes 
multiplies  par  des  puissances  de  dx  et  d^,  et  par  drs  produits  de  ces 
actrôiisemens ,  et  la  somme  Pdx  +  Qdy  sera  la  différentielle   première 
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iu.   Aind 

.  .  da  àa 

du  =  Pàx  +  Odr  =r dx  H dr. 

da:  âjr 

En  difiÈSreDtitDt  de    nonreau    par  rapport  aux  yàrinbles  x  tt  jr   qui    sont 

,        ,         du         du 
Sans  les  coeflîdens  différentiels  -- —  w  -; —  «  on    aura  ,    d'après   la  nota* 

àx        àjr 

Jiou  couvcnue^ 

t 

d»u    ^  d'tt     ,     ,  d*M  d»tt 

d*u  =  -- —  dx»  4-     -- — - —  dxdr  -4- dxdr  H âx^ 

dx»  dxd^  dxd^  d^ 

d'u  d'u  d'u   , 

= dx»  +  a  ■  dxdr  H dr». 

dx»  dxdj'  d^» 

Xyn  pasierait  de  la  même  manière  aux  difSéreotielles  succeiaiTes*  Ce  qua 
nous  Tenons  de  dire  s^ëtend  aux  fonctions  d^un  nombre  quelconque  de 
variables; 

Ije  chapitre  quinzièihe  s'abrège  ainsi  :  on  mène  une  ordonnée  PM  an  Figi  52^ 
point  de  tangence  M  et  une  ordonnée  infiniment  Toi&inc  P*M''^  alors  \e 
*k&xJk  MM*  pent  être  regardé  comme  une  petite  ligne  droite  qui  est  tout  à- 
la-fois  nn  élément  de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  n'en  est  que  le  pro- 
longemenu  Si  x  et  ^  sont  les  coordonnées  du  point  il/ y  et  s  Parc  jiM  y 
on  a  Mm  =  dx  ^  ^'m  =  dj* ,  MM*  =r  ds.  Soii  la  perpendiculaire  MN 
en  ilf  à  la  ttB>get>te  TM^  les  triangles  sembbbles  MmM\  TPM^  PMN^ 
doQ|int>ht  les  quatre  proportions 

wiiP/'(d^)  :  mM  {^x)  :  :  PM{y)  :  PT^  ^^  =  sous-tang) 


mM\àx)  :  MM' {as)  :  :  PM^y)  ;  MT:=i 


4r 


Mm  (dx)  ;  MM' {ai)  :  :  PM{y)  :  MNz:^  -^ 

rdr 
Mm  (dx)  :  mM'{ày)  :  :  PM  (y)  :  PN  —  -^^  =  sous-norm. 

V 

l^otre  objet  n'est  pas  d'abrégé  la  recherche  de  Pexpression  du  rayon  do 
«ourbure  donnée  dans  le  chapitre  seizième  ,  mdb  de  montrer  encore  1» 
GOtincidence  des  deux  méthodes. 

a9 


45o  Moi*ESi 

Ajsnt  men^  les  detix  ordonnées  PM,  FM'  infiniment  ToUiues  ,  soiedl 

les  tangentes  MT  ^  M'T\  et  du  point  T  soit  abaissée  la  perpendiculaire 

^    7%  à  M'T.  Si  on  mène  les  perpadiculaires  MC,  M'C  à  MT y  M'T  en 

'  M  tX  M*  josqu^i  leur  rencontre  en  C,  il/C  sera  le  rayon  de  courbare  , 


c^est-à-dire ,  le  rayon  d'un  arc  qui  ooincidera  arec  la  courbe  dans  Télé- 

ment  infiniment  petit  MM\  La  question  est  donc  de  trouTer  CM  ou  CM*, 

Ona  ^Psx,  PM^jfMM'  —  à»^  CM^r^  Mmz=:àx^mM'z=:6j^ 

àê 
MT  on  M'Trszr---'»   en  observant  que  les  ]ign«f  MT  el  M'T  ne 

dif&retit  que  de  rinfiniment  petit  MM**  Les  tangentes  MTyM*T'  pouvant 
être  regardées  comme  des  lignes  parallèles ,  parce  que  Fangle  TM'T^z  M  CM' 
cal  infiniment  petit ,  les  triaogles  rectangles  J%  2^  et  MmM*  sont  semblables  , 
comme  ayant  les  angles  T*  et  M' Mm  égaux,  et  ils  donnent 

Les  triaqgles  fecun^^  M'hT^  CMM\  dont  les  angles  aigus  C  a  hM'T 
sont  égaux ,  comme  formés  par  des  côtés  perpendiculaires,  donnent 

Th  ^àL  4  ^^^j,y^  :  M'h  on  M*T(jy^  :  :  HM'{à,)  :  CM=.n 
donc 


r=sr  ■■  '  ■ 


expression  générale  du  rayon  de  courbure*  Maintenant,  en  effectuant  la 
diflérentiation  indiquée  dans  le  dénominateur ,  ce  qu'on  pourra  Êiire ,  ou 
en  ne  supposant  aucune  différentielle  constante ,  ou  en  regardant  comtes 
telle  Tunoi  des  diifêrentielles  dx,  dj^  ou  d«,  on  aura 

dss 


=:    ,     ,  >  aucune  difléreniielle  n'éum  constante. 

àjr  d«x  —  dx  d»jr  j  ^ 

-  >  dx  étant  constante,  ce  qui  donne  d*x = 0. 


d5» 

a*.  •  .  •  r  ^  - 


—  dx  à*y 


5».  • .  .  r  = 


«U* 


àrd'x 
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—  i  d/  étant  conitantt ,  ce  qui  donne  d*^  =«  « 

'd«  éunt  coDfttnte ,  ce  qui  donne  d*i  =  o , 
di  dr  l     ou  ,    à   cause  de  ds*  =  dr*  4-  dr*  • 

4^,.r=: ^— jT^:  J     adxd«arH-ad^d»^x=o,    d'où 

djcd'jT 


oiv* 


**'*           '     .,               àr'dy 
t  d*x  = "^     ■*^.. 

djT 


Ii'expreatioo  si^.  ,  «i  olMrviBt  que  d^  s  i^d:f*  -4-  d^^  peut  ae  meure 
lous  la  forme 

Si  ^jF  esi  la  dëvcJoppée  de  jIM^  et  qu'on  fasse  AP=:x,  PM=^, 
A3f^Vy  MC  =  r,  BQ  =  t,  QC^u^  la  longueur  donnée  AB  z=a,^^'  ^* 

dy       _  d*  d*' 

on  a  va  que  PN  ^Y  -7— ♦   MN  ^  jr -r"  ^    r=  "T^i"^*"*  «IT  é^Mt 

dor  dx  d^d'jc 

'consume.  Or ,  les  triaogles  semblablea  MPN ^  MLC ,  donnent  les  pro- 
portions 

JUPO'):  ML{y+t)  :  :  P^{r-^^  :  £C(u-x  +  «), 


d'où  on  lire 

\                                   dx 

« 

•       dx 

Or ,  d'après  Kéquation  différenciée  de  la  courbe  ,  on  anra  djr  et  d«  en 
dx^  dx  disparaîtra,  et  lea  deux  équations  précédentes  seront  enx,^, 
u  et  t.  Eliminant  x  tt  jr^  il  ftftera  une  équation  entre  t  et  u,  qui  sera 
celle  de  U  dérdoppée. 
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Le^  formulei  ponr  la  quAdratnrc  et  la  rectification  def  cOnrlKt,  ^oimétf 
dans^  le  diz-Mptiime  cbapilre  ,  #^obtiennent  sur-le-champ ,  quand  od  em-> 
ploie  la  considératioQ  deê  infiniment  petits. 
Fîg.  55.  Soient  AP  =  * ,  PAf  =  ^ ,  et  soit  menée  Tordonnée  infiniment  ?oi- 
aiiic  P'JPf':  on  aura  loujours  PP'  =  9fm^  âx  ,  mM'  =  d^,  et  le  petit 
trapèze  PMM'P'  sera  Tâërncnt  ou  raccroiasement  ioliniment  petit  de  la 
sur&oe  curviligne  APM  :  ce  trapèze  ne  diffère  qu^infiniment  peu  du  rec- 
tangle PMmP'  zs.yAx\  uaai  fj-àx  sera  la  rarfrce  AMP,  ee  signe/ 
déiignont  la  tomme  des  petiu  élémens  PMM'P'  contenus  dans  APM* 
La  considération  du  triangle  rectangle  MM'm  dont  les  c6tà  sont  infi- 
niment peiitSy  donne }  en  &isant  AM^s  ,  et  conséquemment  MM'szàM^ 


ds  =s  V^dx» -4- d^* ,    d'où-— =  l/x +/'--?^y. 

lie  chapitre  dix-huitième,  dans  lequel  on  donne  la  méthode  ponr  trouver 
les  plus  grandes  ou  les  moindres  Taleurs  d'une  fonction  d'une  variable , 
ne  peut  être  abr^  par  l'emploi  des  infiniment  petits  j  nous  en  dirons 
autant  du  chapitre  dix-neuvième* 

ITous  passerons  au  vingtième  chapitre,  et  en  appliquant  les  infiniment 
petits  à   la  recherche  de  Texpression  du  rayon  de  courbure  des  courbes 
au» 'coordonnées  polaires  ,  nous  donnerons  encore  différentes  expressions  de  œ 
rajon. 
Fig.  56.      Soit  la  courbe  AMS  dont  F  seix  le  p61e  ;  soient  FM  et  Fm  deux 
ordonnées  infiniment  voisines  {  Mt,   ntt  les  tangentes  en   M  et  m,  sur 
lesquelles  on  abaisse  du  pôle  Fia  peipendiculaires  FT,  Ft;  Mm\  Tt  d« 
petits  arcsdécritt  du  pôle  /«"avec  les  rajons  FM^  FT,  Faisons  FM^f^d'oà 
mm'  =  d j,  3/m'  =  dy,  Mm  =  d* ,  CMz=  r  qui  désigne  le  rayon  Tecieur. 
A  cause  de  Fangle  infiniment  petit  MFm  ,  les  droites  FM ,  Fm  peuvent 
être  regardées  comme  parallèles ,  et  les  triangles   reetangles  Mm  m ,  MTF 
semblable»,  parce  que  Tangle  FMT  ne  surpasse  Mmnî  que  de  Tangle  infi- 
niment petit  MFm'^  donnent  les  proportions 

Mm{As)  :Mm'{ûy)  ::Fm{^)  :Fr=r,4^. 


Mm  (as)  :  mm'  (^0  :  :  Fi»f  (j)  :  MT=z  i 


d# 

d# 


D^one  autre  part,  les  droites  MT^  mty  peuvent  être  r^ardées  comme 
pandlèles ,  parce  qu'elles  compreilnent  un  angle  infiniment  petit ,  et  il  «a 
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•ftt  de  même  4es  drottei  FT  et  Ft-^  donc  Th  tt  t't  seront  des  lignes 
égales:  or,  t't  étant  raccroisseinem  ipfinimcni  petit  de  FT  ,  pour  le 
passage  du  point  M  ^a  point  m  ,  il  s'ensuit  que  t'tTzzTk  est  la  diflëren- 

ti«lio  à9  FTi  on  a  donc  7A=d  Tî  ""p Y  Maintenant  les  trian^ 
semblables  mTh ,  CMm  donnent  la  proportion 

d'où  Toa  tire 


r= 


On  pent  ici  «apposer  ou  qu^ancune  difiGércntielle  n'çst  constante ,  ou  que 
Tune  ou  Tantre  des  quantité  d^  ,  dy,  d*  est  constante  :  on  a 

19.    r  =  ^^*  (ac^cune  différentielle  nVtant  coas- 

d^dydj  -^  jd*d»>  —  jd)dM     \     tante, 
on 

jj3  Ten  ëiiminaut  du  df 

''^■d>3  +  d,d,.  +  5dfd->-jd>d«,i     ctd'^aumove. 

a«,     r  :=  ^"*^  (djF  étant  constante ,  ce  qui  «donne 

d,a  Hr  d>di*  —  jd>d»5         \     d»y  =  o, 

3©^     ^^  |d*'       rdf  étant  consulte  >  ce  qui  donne 

47*  -♦-  d>dj»  -fr  jd^d'îî  t     d»{  5=  o.. 

4^.    r=— ^^^ 


dénominatenr  ds 
eu  d«  la  relation 


d^di  -^  |d»>  1^  ^mm  ,j,^   constante  ,  ce  qui 

Ov  /     donne  d^J  =r  o  ou f, 

idyd*  )    djd«j  +  d>d»>  =  o. 


r  = 


dy»  —  |d'f 

An  lieu  de  prendre ,  comme  nous  Tenons  de  le  faire  ,  les  «bsdftft  y  sur 
des  circonférences  dont  les  rajons  %  yarient  continueHement ,  il  est  plus 
commode  de  compter  ces  abscisses  sur  des  ctrconféreocesd'un  rayon  constant. 
Soit  donc  ,  \  cet  «ffet ,  décrit  dn  pdle  F  comme  centre  ,  avec  le  rayon  FQ^ 
le  petit  arc  Qq  j  en  supposant  jPÇs  i  ,  Qq^àp^  on  ann  drss  (d^ 
|^d«7=sd{d^H.|d*#.  Ainsi 


4^4  NoTiê. 

I».    r  =r  ^^*  Uucwœ  UÊÊnodêLt  vtfuÊtt 

«••    rsr — /d^  éuntcQOilatite^ 

5«.    TŒ  '"  (d#  ëluit 

f  «d#>  -»•  adfd|*  -f  |il|d>        I 

d,d# 
40,    ras  - 

9d|d»  -♦-  fl*#  (  d»  ëtsnt  coBitaata,  «  di»  étant 

on 


r=  — 


=  d«'-l-d,»,  =  4,^-l-^d^- 


fif «  -  d«| 
La  fononle  a«.  après  la  fubttitntioD  fiilie  pour  ds  àe  m  valeor  .... 


deTÎeQt 


V  df  y        *  d,« 


f*-*«a 


cipreMÎOD  do  nyon  dç  courbure  troutée  (pag.  3a9\ 

Fig.  55.  Da«s  le  chapitre  XXI,  nous  considérons  i».  Ja  surface  eu^eudr&par  I9 
révolution  de  l>rc  jlAi  auiour  de  Taxe  yiX  :  le  petit  arc  MM'  engendre 
une  petite  zone  sphériqne  ou  conique  ^i  a  pour  ^alear  MM*  x  àrcxsùiMP^ 

c'isi^h-djiç ,  ^-ny-V  dx'-f-  ày* ,  r  étant  la  circonlérencf  dont  le  dîaDièti«~=  i  ; 
en  sorte  que  la  sur&oe  finie  engendrée  par  Tare  A,M  ^  rst 

%wfr\/à.x^  -».  d^»  =  arT^dx  1/    i  H-f  -- —  J  •    ao^  le  solide  de  rérotu- 

tion.  Or,  le  trapézôïde  PMM'P'  engendre  un  petit  Tolume  qu^on  peut 
regarder  comir.e  un  prixme ,  lequel  a  pour  valeur  Pt*(n  oerc.  MP  ^  c^cMr-^ 
'*fi*  ^7*  dira  ,  jrf^dx  \  conséqoeminent  le  volume  lini  eit  donné  par  ir/y*àx. 

Passons  k  U  mesure  des  toI  urnes  et  dst  surfaces  en  générai  «  donnée 
(diapiire  XXIV  ).  i<>.  Soient  trois  axes  rectangulaire^  jiXj  jêY ^  A2,  :  fi 
on  conçoit  le  recungle  Mmfy  ajani  pour  côtés  Mm  =  dx  ,  Mç  =  dr  >  dx 
et  d)r  étant  des  accroissemens  infinimcBC  petits  ,  et  par  le*  pointa  Jlf ,  m, 
/  et  ^  des   ordonnées  verticales  jusqu^à   la  sorfaer  >  on  atiea  JU  -inb^m 
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éléme&taini  MmfyNntu  ;  or ,  à  pur  TextréiDifié  Hf  d*  l'ordOonée  Mlf 
que  je  soppoac  la  plus  petite  des  quatre  ordonnées  Tçiticales ,  on  suppose 
un  plan  borisonisl  terminé  par  les  quatre  frces  du  petit  solide ,  on  aum 
décomposé  ce  petit  volume  en  deux  autres  dont  l'un  aura  .pour  czpressîoii 
tàxàjr  et  Tsutre  sera  négligeable  par  rapport  à  celui-là  \  en  aorte  qu*on 
wxm  JJzàxdy  pour  expression  du  Tolaae  fini. 

a<>.  Passons  \  la  recherche  de  l'expression  de  Faire  de  la  snrfiioe  courbe  qui 
Couvre  le  valume  V^  et  désignons  cette  surface  par  U* 

Oa  sait  (*}  que  Taire  d'un  parallélogramme  plan  ELTR  ^  simé  d'une  Fîg.  58. 
RMUiière  queleonque  dans  l'espace ,  est  «gale  à  celle  de  sa  pvojeolion  horison- 
taie  ^XVY^  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  d'incUnaison  du  plan  ELTK 
tnfiiaanmient  prolongé  sur  le  phn  hoiisontal.  Or ,  OH  éunt  la  rencontre 
de  ces  deux  plans,  si  par  ^on  mène  la  perpendiculaire  VK ^  et  qu'on 
|oigne  T  et  AT,  Tangle  VTCT  sera  Findinaison  des  deux  plans  en  quet- 

ûon.  On  a  d'abord  cos  fTiTTs  — -:  posons  NX  =  m,  NT  =  n , 

ê 

XL-sza,  VT-=i  b,  JTRzszc^  d'où  on  conclut  NE  =  a  -♦-  c  —  i  (**). 
£d  menant  OQ  parallèle  kNXy  et  prolongeant  7X  »  F'X  jnaqu'à  leur 
rencontre  en  ITsur  la  ligne  OH^  les  triangles  rectangles  semblahles  OQH  ^ 
VKH ,  donnent 

OH  :  OQ  onNXwUF:  Kr^  ^^^j^-  » 

OH 

le^  triangles  recungles  semblables  TVHj  LXH  donnent 

LX  .XH'.\  VT  :  VH^  ou  VT^LX  \VT\\  VH^XH  :  VH, 

nh 
donc  VH^=^  ;  dans  le  triangle  rectangle  QOB^  on  a   , 


OH  =  V  OC>*  -H  QH^  » 

et  a  s'agit  de  trouver  QH  =  VH -^  VQ-sz  VH^Or\  or  on  obtient  OT 
«n  comp;)ram  les  triangles  semblables  RYO  ^  ENO  qui  donnent 


>*^p 


(*)  f^ajr. met  Aecif^rofae/.  (s«.  Mit») 

^   (**)  En  effet,  la  tvrfuc»  ELTR  Hvn\  plaae,  el  let  ecdonnéea  JfE^  FR,  XL,  VT 
éuni  soppoiées  «roisaaate* ,  il  réralto  de  l'équation  du  plan  £N  s  s  s  ^x  -f*  iT/  <•-  C, 
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en 
donc  OF  =  -; »  On  conqai^  donc  QJP^  çt  en  obKrTi^ntqiiie  OQ  =  V»  * 

o  —  a 

on  coniûtlt  aussi  OH  :  par  cm  subftîtutions 

^^^       HrxIVX  mnh 

doù  U  réinilie  qne 

h^  {  m*  (*  —  a)»  +  n»  (fc  —  c)»  -♦-  m»«»  l 


*:T= 


V^ |//i>  (6  —  a)»  -4-  n'  (A  —  c}»  j 
ftinsL 

mn 

ços  zjr;5^ —  . • 

V^l  TO»  (Z» ff)>  4-  O'  (^  —  c)»  +  W«Jl«  l 

et  conséquemment 

airç  ELTH  =  v^{m>  (t  —  «)»  -♦-  n'  (&  — c)»  -4-  D»»rt>  J . 

Supposons  maintenant  une  surface  courbe  qui  passe  par  Us  quatre  pobMK 

E ,  Lj    T^  Ry   et  qui  ait   pour  équation  x-=ij{xjy)\  z  étant  fordooné» 

NE  ,    et  soient  JSX^dx.    JY^z^dj^  on  aura  XL  ^f  (x-^Ajç^j-) 

rR=f(r^X-hdy),  ^r=/(a:  +  dx^^  +  dj),   en  sorte  que  les  difiK- 

dx  4z 

rcnticUes  partielles  -; —  dx,  -- —  dr,  dont  la  sonome  oompoàe  la  dlfiéreiH 

dx  HX 

ticUe  towle  dr,  seront  XL^NEz=.  — —  dx  y  et  YR  —  TfE^  ' dr* 

dx  4^ 

en  supposant  les'accroiisemêns  dx  et  d^  infiniment  petits ,  hypothèse  sous 
laquelle  on  supprime  les  termes  de  deux  dimensions  de  ces  accroisse-^ 
iT.ens  dans  XL,  m  et  VT '^  alors,  la  portion  ERTL  de  la  sur&oc 
de  combe,  devient  sensiblement  plane  i  or ,  à  cause  de  in  =  dx,n  =  d^a 

.  d*    ,  dz 

^-<»=-5J^dr,  ^-c^_dx,ona 

^ELTR^ffdxa,  l/-(-|)V(fJ: 

formule  trouTée  (page  3^9). 
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Des  Limites, 

i<  Mtfciaurin  et  â'AUmhert  fondent  le  calcql  difTérentiel  sur  les  Umltes , 
c(  et  regardent  le  mpport  des  diflérenUelles  comme  la  limite  du  rapport  de^ 
<(  ^différences  finies ,  lorsque  ces  différences  devieunent  nulles  (  M,  Lagrq.nge , 
u  Calcul  dps  Fonctions,  leçon  i'«.)  n 

<i  Cette  manière  de  représenler  les  quantité  diflTéreniielles ,  ajoute  ce 
a  géomètre ,  ne  fait  que  reculer  Ici  difficulté  \  car ,  en  dernière  aiialync ,  le 
<i  rapport  des  différences  éTanouissanies ,  se  réduit  encore  k  celui  de  zéro 
ç(  par  zéro.  »  • 

(i  D^ailleurs ,  on  peut  obserrcr  que  c^est  impropreipent  qu'on  applique  le 
«  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expression  analytique,  lors- 
<c  qu'ion  y  fait  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  quantités,  après 
(I  avoir  décru  jusqu'à  zéro,  pourraient  encore  devenir  négatives.  De  mémç 
«  qu'en  géométrie ,  on  ne  peut  pas  dire ,  à  la  rigueur  ,  que  la  sous-ian- 
<(  gente  soit  la  limite  des  sous-sécantes ,  parce  que  rien  n'empêche  la  sous- 
c<  sécante  de  décroître  encore  lorsquVIe  est  devenue  sous-tangente.  » 

«  Les  Téritables  limites,  suivant  les  notions  des  anciens,  sont  des  quan- 
«  tilés  qn'on  ne  peut  passer ,  qooiqu^on  puisse  s'en  appfocbcr  aussi  près 
«  que  Ton  veut  :  telle  est ,  par  exemple  ,  la  circonférence  du  cercle  à 
(c  l'égard  des  polygones  inscrits  et  drconscrits ,  parce  que ,  quelque  grand 
V  que  devienne  le  nombre  des  côtés ,  jamab  le  polygone  intérieur  ne  sor- 
te tira  du  cercle ,  ni  Tcxtérieur  ni  entrera  j  ainû ,  les  asymptotes  sont  de 
«  vériubles  limites  des  courbes  auxqudles  «lies  appartiennent.  » 

((  Au  reste ,  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse ,  par  la  considération 
<f  des  limites  envisagées  d'aune  manière  particulière ,  démonb-er  rigoureuse- 
<{  ment  les  principes  du  calcul  diHcrcntiel ,  comme  Madaurin^  tt^lembert'y 
u  cC  plusieurs  autres  après  eux  l'ont  fait.  Mais  l'espèce  de  métaphysique 
u  que  l'on  est  obligé  d'y  employer  est ,  sinon  contraire ,  du  moins  étran- 
((  gère  à  l'esprit  de  l'analyse  qui  ne  doit  avoir  d^autre  métaphysique  que 
Il  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et  dans  les  opérations  fon- 
et  d amentales  du  calcul,  ti 

<t  Quand  on  approfondit  ces  diiTérffites  méthodes ,  ou  plutôt  ces  di£|i^ 
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<c  rentes  manieras  d'envisager  la  m^me  méthode,  on  trouTe  qu'eDet  xi^on| 
<c  d'autre  but  que  de  donner  le  mojen  d^obtenir  séparément  .le  premier 
ti  teriâc  du  développement  d'une  louction  f{x  -H  Ax)  — -^x,  en  le  déta- 
(c  chant  et  riaobnt,  pour  ainsi  dire,  du  .reste  de  la  série,  parce  que  tons 
(I  les  problèmes  dont  la  solution  exige  le  calcul  différentiel,  dépendent 
i(  uniquement  de  ce  premier  terme.  » 

Dans  ce  qui  va  suivre ,  il  fitudra  soigneusement  distinguer  entre  la  dîmi* 
nution  de  la  quantité  par  voie  de  division  et  celle  qui  a  lieii  par  soustraction. 
Dans  le  premier  cas ,  la  quantité  ne  peut  devenir  nulle ,  mais  elle  tend  sans 
oesse  vers  zéro  qui  en  est  la  limite  ;  dans  le  second  cas ,  elle  passe  p^ 
zéro ,  puis  elle  devient  négative ,  et  elle  croit  iodéfiniment  sous  ce  signe* 
Cest  toujours  le  décroisscment  par  voie  de  division  que  nous  supposerons. 

Deux  variables  étant  chacime  fonction  d^unc  niém<  variable ,  leur  rapport 
est  une  autre  variable  fonction  de  celle-ci ,  et  il  peut  être  représenté  par 
Vordonnée  d^une  courbe  plane ,  ayant  pour  abscisse  la  variable  indépendante 
ou  pnnri)>ale. 

Il  ](ieut  arriver  que  la  variable  principale  décroissant  par  Toie  de  division  , 
le  rapport  s'approche  de  plus  en  plus  d*ùn  certain  terme  qu'ail  ne  puisse 
atteindre.  Ce  terme  est  la  limite  du  rapport  :  on  le  nomme  encore  der- 
nière  raison  qu  rapport  limite  ,  parce  qu'il  est  le  dernier  état  du  rapport 
variable. 

Preuous  pour  exemple  le  rapport  de  la  corde  an -sinus  dans  un  cercle 
dont  le  rayon    =  x   :  en  faisant  le  sinus  verse  =  x , 

corde  \/aar  \/a  .  . 

....  (0 


sinus         \/aa:  —  XX       \/a  —  x 
or,  X  diminuant  saccefsivement  par  TçAib  de  division,  c'^ett-à-dirc,  s'appro* 


chant  de  plus  en  plus  de  zéro ,  le  dénominateur   \/a  —  x  s'^approcbe  en 
même  tems  de  y^a ,  et  comme  le  numérateur  est  invariable ,  le  rapport 

tend  vers  la  limite  ==  i ,  f  p  sorte  que  l'unité  est  la  l'unité  du  rapport 

ou  la  dernièi'c  raison  de  la  corde  au  sinus  ,  on ,  en  d^autres  termes  ,  le 
dernier  rapport  de  la  corde  au  sinus  ,  est  un  rapport  d'^^alité.  Cest  ce 
qui  fait  dire  que,  dans  la  limite,  on  peut  prendre  la  corde  pourrie  sinus  f, 
ou  réciproquement ,  et  qu^ainsi  pour  un  arc  U-èfr-peu  difiKrcnt  de  %ito  ^ 
la  corde  diflère  très>peu  du  sinus ,  on  réciproquement. 
Ea  faisant   toujours  sinus  verse  =:  X|  on  i^ 
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un  v^x.v/a  — * 


■     ^  '  '  .    .   .   •  (a) 

COB  1  —  X 


rapport  qiiî  aora  xéro  pour  limite. 

La  dernière  raison  du  a^nus  au  ûnus  rertc ,  est  donttëe  par 

ajn  v^xx/a  —  jc  v/a— JT 


sia  vers  x  ^x 


•    •    • 


(3) 


rapport  qui  croit  lorsque  x  4iifiiniié ,  et  qui  peut  devenir  plus  grand  qu^au- 
cune    quantité    donnée  ,  parce  que  la    limité    du  numérateur   étant    V^  » 
Celle  du  déoOmiiiaienr  est  t  \  ainai  la  limite  de  ee  rapport  est  Vinfini. 
Le  itipport  da  la  laoï^eiite  au  sÎDut  est ,  d^api^  (9) ,  • 


tang 


W) 


sm  I  —  X 

dont  la  limite  est  encore  Funité  ^  et  il  en  est  de  même  de  celle  du  rapport 


cord      •  (i  —  x)  v^a 


(5) 


^in<ii,  dans  la  limite,  ces  trois  lignes  trig^mométriques ,  le  sinus,  la  corde 
?t  la  tangente  ,  peuvent  être  prises  Tune  pour  Tauire ,  et  Terreur  sera 
d^autant  moindre  que  lare  auquel  ces  lignes  se  rapportent ,  différera  moins 
de  zéro. 

Si  on  pfenait  iK)lément  les  limites  de  sinas  ,  cosinus,  tangente,  cordr, 
sinus  t erse ,  on  trouverait  toujours  féro  ,  eu  sorte  que  le  rapport  entre 
les  limites  de  deux  de  ces  lignes ,  serait  celui  de  o  à  o  dont  la  valeur 
vraie  n'est  autre  chose  que  la  limite  du  rapport ,  pour  laquelle  nous  ayons 
u*ooYé  zéro ,  un  nombre  ou  i'iniini. 

Lorsque  les  deux  yartables  ne  peuvent  plus  être  exprimées,  comme  dans 
les  exemples  ci-dessus ,  au  moyen  d^nne  troisième  variable,  il  &ut  recourir 
à  une  autre  voie  'pour  obtenir  le  rapport  limite. 

Cherchons,  par  exemple,  là  limite  du  rapport  entre  Tare  et  le  sinu», 
sana  supposer  la  série  qui  âoune  le  développement  du  sinus  au  moyen  de 
Farc  :  à  cet  effet ,  nous  partirons  de  ce  théorème  conna , 

tanc  arc  ^^ 

ung  >  arc  >  tio  ,    tfoù    2-  v>  >  i  .  .   .   .  (6) 

sin  sm 
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d'où  Ton  oanclat 

Umiie  ( j  >  limite  i    <m  >  i  : 

or  U  limite  de  la  tangente  an  aiims  étant. rimit^,  on  doit  aTOir  en  mène 


tcms 


limite  f—r-j<i   «»  >  »  > 


par  où  il  £rat  entendre ,  qœ  dans  la  limité ,  le  rapport  de  Tare  aa  liaet 

est  compris  entre  Timité  et  l'unité ,  et  qn^ainsi  il  devieni  un  rapport  d^^ 

lité.  On  a  encore 

tana          "arc 
««g  >  «x:  >  cord ,    d'où    —j- > —j- >  , (7) 

arc 

d^où  on  conclurait ,  comme  précédemment  «  que  dans  la  limite  r  =  i. 

cord 

Ainsi ,  Tare  étant  très^près  de  zéro ,  on  peut  sensiblement  prendre  Tare 

an  lieu  de  son  sinus  ou  de  sa  corde,  et  réciproquement* 

Ce  nW  donc  qu^autant  que  le  rapport  limite  entre  deux  Tariables ,  est 

Funité  y  qu'on  peut  prendre  ,  dans  le  Toisinage.  de  la  limite  y  l'une  de  ces 

grandeurs  pour  Tautre. 

un 
On  a  trouvé  l'infini  pour  limite  du  rapport  — : j  "ce  qui  teut  dire 

que  pour  un  sinus  verse  nul,  ou  tr^pen  différent  de, zéro,  le  sipus  est 
infini  par  rapport  au  sinus  Terse.  Pour  expliquer  U  chose  dans  le  langage 
des  infiniment  petiu  »  recourons  aux  déTeloppemcns  de  ônus  et  cosinus  ai| 
mojcn  de  l'arc  :  on  a 

z  .a. 3 

r»  Y* 

tin  Ters  r  =:  i  —  cos  r  = —  ,  ■;-  5 

•^  "^         i.a  i.a.3.4 

or ,  Parc  éunt  extrêmement  petit,  on  peut  prendre  l'arc  y  pour  iîn/y 

et,  à  plus  iorte  raison,  —-^  pour  $aiienjri  donc 


ûny^y,    sin  yenj^  =s  » 

nais  le  ûnoi  Tei'se  ëunt  le  produit  de  deux  £icteurs  jr^  dont  chacun  est 
ÎTifinimeot  petit ,  undis  que  sin^  est  le  produit  de^  par  Tunit^,  sin  vers^ 
est  iniiuiinent  petit  jnr  rapport  à  sin^ ,  ou  réciproquement,  sin^  est  infi- 
iiim<înt  gFuid  par  rapport  à  sin  vers  j^.  Ainsi ,  lorsqu'un  rapport  limite  est 
infini ,  on  dit ,  dans  le  langage  des  infiniment  petiu ,  que  le  numérateur 
étant  up  infiniment  petit  du  premier  ordre  ^  le  dénominateur  est  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre ,  c'est-à-dire ,  un  produit  de  deux  infiniment 
petits  du  premier  ordre. 

Pour  un  arc  y  très-peu  diffiSrent  de  sa  limite  zéro  *,  ou  infiniment  peut 
du  premier  ordre ,  on  rrjetie  detf  séries  du  sinus  ^t  du  cosinus  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  comme  négligeables  par  rapport  à  celui-là  qui  est 
un  infiniment  grand  par  rapport  à  eux ,  en  sorte  qu^on  prend 

sin^=j^,    cos^=  I, 
d^oii  Ton  déduit 

wpjr  ^  y_ 

cos_y  1  ' 

Lors  donc  que  le  rapport  limite  est  nul ,  on  dit ,  dan«  la  théorie  des  infini-^ 

ment  petits,  que  le  numérateur  est  infiniment  petit  par  rapport  au  dénumi« 

Dateur. 

Ay      A»r  AV 

Reprenons  les  développemens  des  rapports  i— >  « •  •  •  •  — ^ —  «  tronvÀ 

(  pag.  i5  )  :  le  premier  terme  de  chacun  de  ces  développemens  ,  est  indé- 
pendant du  Ax ,  tandis  que  les  suivans  sont  multipliés  par  les  puissances 
successives  de  cet  accroissement.  Si  donc  on  suppose  que  Ax  diminue  ooo-> 
tinueliement  par  Toie  de  division  ,   de  manière  à  devenir  successivement 

Ax       Ax       Ax 

— ♦  » *  etc.  ,  la  variable  x  restant  indéterminée  •  la  somme 

zo       100      1000 

de  tous  les  termes  multipliés  par  Ax  ,  pourra  devenir  moindre  que  tonte 

quantité  donnée  ,    quelque    petite    qu^elle   soit  \    mais  le   premier    terme 

de  chacun  de  ces  développemens ,  ou  le  tenue  sans  Ax ,  ne  varie  pas  lors 

de  ces  décroîssemens  du  Ax  \  donc  il  est  cette  quantité  dont  le  rapport 

approche  de  plus  en   plus   sans  pouvoir  Tatteindre  ,   et  de  manière  à  en 

dsCEérer  d''aâssi  peu  qn'oq  Tondn  :  il  est  donc ,  d  après  l'acception  du  mot , 

la  .limite  du  rapport 
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Ceit  dans  la  d^rmlii«iion  de  ces  premiers  termes,  ponr  chaque  foncUott 

donnée,  que  consiste  la  méthode  qn^on 'appelle  calcul  diflerentiel; 

Ar      A'r 
On  conçoit  que  ces  notations ••  .  .  .  . ,  ne  sont  plus  propres 

à  représenter  les  limites  des  doTeloppcnem ;  on  est  convenu,  pour  noter 
ces  limites ,  de  chaugcr  partout  iÀ  en  d ,  oe  qui  donne  «es  équation» 
identiques  y 

Puisque  la  limite  a^  que  le  premier  lemw  du  déreloppcnient  ordonné 
«uivaiit  les  puâssapcfs  da  A' ,  on  «st  natureliemeot  conduit  à  cette  abr^ 
vlation  de  calcul  |  dans  la  détermination  des  limita  •  sucoessives  : 

Former  ies  différtnce»  de  %oiu  les  onkv$  de  ta  Jonction  donnée  > 
r^ifis  en  se  bornant  pnur  chacune  d'elles  au  premier  terme  du  dé^eiop- 
pement ,  changer  le  A  en  d  ,  puis  dit^iser  fMr  àx  ,  dx>. . . . ,  et  on  A 
les  limites  demandées. 

On  est  convenu  de  nommer  differentielies  successives  d'urte  Jonction^ 
cette  partie  des  différences  de  tous  les  ordres ,  prop/e  à  donner  les 
Mmilôs ,  ei  dams  iaipâêlie  on  «  changé  le  signe  A  en  d. 

Les  limites  se  déduisent  donc  des  differentieUes ,  en  divisant  ceBes-^ 
ci  par  dx  ,  àx* .... 

Réciproquement ,  on  repasse  des  limites  aux  différent  iéUes  «  ^n  con- 

...  ày      6y     dw 

sidérant     ,    ■  •  -- —  >  ——  •  etc. ,   qui   ne  sont  que  des    notations  de 
dx       dx*      dx»  ^  ^ 

iimiies^  comme  de  vésitables  tfootiens ,  et  multipliant  ks  deux  membres 
des  équations  identiques  (^)  par  dx ,  dx* ,  dx' .... 

Leefactestrs  de  dx  ^  dx* ,  dx' ,  dans  les  différvniieiks  sucera^ 

siues^Jacteurs  qui  sont  les  limites  ,  se  nomment  coefjjiciens  dijfereniieis. 

En  partant  de  la  notion  de  limite ,  on  parvient  iacileaient  au  ooc^fiâent 
différentiel  du  premier  ordre  des  fonctions  transcendanUs.  D^abord  pour  1  «k- 
ponentielle  a*  on  fem  le  développcmeat  de  a^*  ju&qu^à  la  première  puissance 

Ar 
<ïe  âkX  (chap.  IV),  et  on  aura  •——  :c  Aa'  -h  etc.  ;  et  ,  pour  la  limite , 

A-r 

dv 
"T^  ^  •^<>'  '  on  déduira  de  là  les  cocfficiens  snooeMiJà  dont  on  reportera 
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ks  Talenw  dans  la  s^rie  de  Taylor ,   et  on  dëterminerA  A  ,  comme  nous 
rayons  (ait  (  chap.  \S  ).  Pour  sin  x ,  on  aura 

sin  (  X  <+  ^x  )  =:  ain  X  COB  ^x  +  ain  ^x  cos  x  \ 
or,        cos  A*  =  {  I  -  ain»  Ax  )«  =  î  —  î  «in»  Ax  —  |  aip''»  Ax+  eic.  î 

ain(x4- Ar) -ainx  ain  Ax  sin  Ax 

donc  ^  ^11     =  coa  X .  — 7——  —  ^  sm  x  ain  Ax  ■ 

^x  ùkX  Ax 

ain  Ax 
—  j  sin  X*  .  am^  Ax  ■  4-  jrtc  t 

Ax 

sin  Ax 
or ,  dans  la  limite ,  ùkx  =  o  ,  ain  Ax  =  o  et     ■  =  1  ; 

d  (  sin  X  ) 

donc  — ~ =  coa  X. 

dx 

On  a    co»  X  s=  ain  f  —  —  x  J  j  x  étant  la  demi -circonférence  \ 

donc  d(coax)  =  d/  ain   (  —  — xjl  =  —  sinx.  dx* 

Comme  on  aait  déduire  ia  diflerentielle  du  logarithme  de  celle  de  Texponen* 

m 

tielle  >  et  lei  difi«r«Dtiellea  dç  toutes  lignea  trigonomëtrîquea  et  des  arca 
donnés  par  ces  lignea  de  cellea  du  ûnos  et  du  cosinus  ,  noua  nous  iiome- 
rooa  à  ce  peu  de  mota  anr  la  difierentiation. 

On  pourrait  appliquer  immédiatement  le  principe  des  limitea  à  la  re- 
dierttbe  dea  équationa  différentidlea. 

Keprenooa  à  cet  effet  Téquaiion  (  pag.  66  ), 

j^  —  a  mxj  +  X»  —  a*  =  o. 

Bcrhuit  X  -^  àx  pour  x  ,  auquel  cas  y ,  fonction  de  x ,  devient^  -t-  Aj^ , 
féqnaûon  variée  aubaiatera  en  même  tema  que  la  proposée ,  puiaque 
X  -4-  /^x  n^eat  qu^une  autre  Taleur  de  x ,  et  que  jr  +  Ajr  est  la  valeur 
de  y  qui  lui  correapond  :  si  de  cette  équation  variée ,  on  retranche  réqua- 
tion  primitive ,  et  qu^ou  diviae  par  Ax  ^  on  trouve 

■ 

Ar 
(  a  /  -*•  Ar  —  2  rnx  )  —  —  9  mAjr  -4-  Ax  —  a  mjr  4-  a  x  =:  o. 

Ax  * 

Cette  équation  éunt  vraie  pour  toutea  les  valeurs  de  Ax  ,  puiaque  la  pro- 

m 

posée  a  lieu  pour  de»  valeurs  quelconquea  de  Ax  ^  on  peut  auppoaer  que  x 


T 
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diminue   oontinueUement  ptr  voie  de  division  {  il  tendra  T«rs   zâ*o  aiû$l   } 

que  ùj" ,  et  on  aura  ainsi  une  suite  d^équatioos  de   même   forme ,  dont 

les  premiers  membres  tendent  de  plus  en  plus  vers  une  limite  qui  oor- 

Ay  o*  àjr 

respoud  à  — ^  =  —  »  et  que  nous  notttrons   par  -- —  '•   on  aura  donc 
'^  Ax         o  ^      d* 

pour  l'équation  limite 

(^  — iwar)  — —  mr  +  a:  =  or=(^  — TOx)^'— mj-4-x,  j 

qui  est  l'équation  trouvée  (  pag^  66).  Elle  est,  en   quelque  sorte)  U  der^ 
nière  de  la  suite  des  équations  que  nous  venons  de  considérer. 

Peur  l'Muser  à  Téquatiou  dérivée  du  second  ordre  ,  on  écrira ,  dans 
Téquation  aux  différences  trouvée  plus  hant ,  x  -4-  Ax  pour  x  ^  y  -^  àjt 
pour  y ,  et  on  représentera  par  Ay'  Ce  que  devient  àjr  :  le  résultat  da 
ces  substitutions  sera 

{a(^  +  4r)  + Ay— am(x+ Ax)J 9mA^'4- Ax— am(^-4- A/) 

-4-a(x-f.  Ax)=o  ; 
or  on  a 

4^' --.  Aj' =  A»^ ,    d'où    Ay=:4x-».  A»7, 

donc 

A'V'^Ay' 
/a(^-»-4^)  +  A^+Ay— am(x-*-Ax)}— ^^- — ^^im[Ay^J^*j) 
*•  '        Ax 

+  Ax  A— a  m  (j^ -H  A^) -*- a  (x -I- Ax  )  =:  o  ; 

retianchant  la  première  équation  aux  différences  et  divisant  par  Ax,  on 
parvient  à  ce  résultat 


A»r      /A»rV  -   /ArV 

(a^-amx+4Aj'-4«Ax)^  +  (^^  ^'^^{~)  -4 


Ax 


et  pour  Ax  =:  o ,  a  celui-ci  »         ^ 

d'y       /  ^  \*  4x 

cr«st-à-dire , 

(^— wx)^*'-*Ty»r-awy-i-  1  =  0, 

qui  est  Téquation  (3)  (pag.  67  ), 


I 
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H.  Camotj  dans  tes  Eé fierions  sur  ia  métaphysique  du  Calcul  infini-^ 
^ttimaly  où  il  discute  avec  une  rare  sagacité  It-t  principe*»  de  ce  cilcul ,  obsf  i  ve 
-    .'en  Tenu  de  la  loi  de  continuité  ,  les  quantités  évanouissantes  gardent  en- 
' ,  >re  le  rapport  dont  elles  se  sont  approchées  par  degrés  avant  de  s'é^onouir. 

Quelques  personnes  ont  été  d'avis  de  démontrer  d^abord  les  règles  de  la 
'     tfférentiation  des  fotactiont  algébriques  et  transcendantes ,  après  quoi  ellea 
I    tonnent  le  théorème  de  Tajr  or  qui  sert  à  efieauer  les  dé\  eloppemens  ca 
^lie  des  fonctions  dont  on  a  déjà  assigné   les  cueCSdens  difrér«utiels  suo- 
tssifr;  mais  cette    marche  exige  qu^on  ait  d'abord  éubli    cette   proposi- 
on  :  touiê  /onction  June  seule  variable  ^  comporte  une  différeniieUa 
xmière  de  la  '  orme  P</x ,  le  coefficient  P  ite  pout/ant  deue  ir  nul  ou  'ufini, 
:nt  que  la  variable  x  teste  indétirminée.  Nous  allons  donc  en  donner  U 
imonstration  trouvée  par  M.    Impère,  professeur  à  TÉcoIc  PoK technique , 
simplifiée  par   M.  Binet  ahié ,  répétiteur  à  la  mAme  École.  Nos  lecteurs 
igeront   peut -être    qn^autant    valait -il   Comniencer    par  le  théorème    de 
Vajrlor. 
CoDsidérons  une  fonction  X'=^,f*  qui  ne  devienne  pas  infînie  et  qui  soit 
ximise   à  la  loi  de  continuité  dans  rinterVulle  de  r  s:  a  à  x  :=  a  -4-  6  . 
I  soit  6  s  /If ,  /i  étant  arbitiaire ,  et  conséqucinment  £  éunt  dëteruiinê  ^  la 

*     .onction  .  on    ^  ne  contiendra  que  la  variable  x  ;  da 

>Ius  celte  fonction  ne  deviendra  pas  infinie  et  sera  continue  dans  le  ni'me 
ntervalle ,  puisqu^il  en  est  ainsi  dès  fonctions  Y  et  y*  Faisons .  x  successi- 
rement  égal  à 


a  a  +  *,        tf  +  ai,       a -*•  3i , .. ..  a4- (»— i)*,    a-*-A, 

«I  soient 

let'valenis  correspondantes  de  y:  celles  de  Y  onJ'{x'¥i)  icrom  viair 
Uement 


d^où  il  inil  que  -  deviendra 

f 

a 

— — : — >  : — ;  "     .     '  y   '■     .  ""  >"*  . ••••♦•  \J^h 

i  i  i  t  i 

5o 
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Mouunt  Ctf   n  fnctîoDft,   on  aura   pour  aomme  ^  après  lei   rédncdow^ 

,  =  — i "  =  — — •  On  remariera  que  étant  k 

i  ni  h  à 

fgme  partie  de  la  somme  des  n  iractions  (AI),  ces  dernières  fraetions  n» 
peuTent  être  toutes   plu»  petites  *ou  toutes  plu»  grandes  que  > 

puisque  «  dans  le  premier  cas ,  un  nombre  /i  de  ces  fractioos ,  ne  pourrait 

B'-A 

fiôre  une  somme  aussi  grande  que  — -— ■  *   et  que ,   dans  le  second ,  il 

o 

$x  pourrait  dire  une  somme  aussi  petite  j  il  fiint  donc    que  ,  parmi  let 

fractions  (M) ,  les  unes  soient  plus  petites  et  les  autres    plus  grandes  qus 

B^-j4 

•  Il  suit  de  là   que  i'j  a  et  b  étant  dca  quantités  déterminées  ,  si 
o 

Ton  &it  varier  x  depuis  a  jusqu'à  b  par  des  degrés  très-rapprodiésy  la 

fyacùon ^  devra  ,  en  Tertu  de  la  loi  de  continuité  supposée ,  et  à  laquelle 

h  grandeur  est  ajuu  jétie  dans  ses  changemena ,  prendre  toutes  les  Talenra  depuii 

■■  V  jusqu'à  r~-~"  •  il  J  Anm  donc  d'après  un  théorème  coonii 

i  i 

et  démontré  (  Alg.,  v,  secL  ) ,  une  valeur  Je  x  qui  rendra =:  ■ 

i  b 

Prenons  une  autre  quantité  c^b  et  commensurahle  avec  6,  en  sorte  que 

b  n  ^ 

—  =:  —  >  ou  que  b  étant ,  comme  on  Ta  supposé ,  =  m ,  on  eût  e  =  mi  : 
en* 

on  démontrera  de  la  même  inanière  qu'ail  existe  une  valeur  de  x  entre 

a  et  c  pour  laquelle  ■  =    ■  «    C  étant  la  valeur  de'  y  qui 

i  c 

répond  à  x^ia'i^c, 

lies  valeurs  que  reçoit  la  fonction  • pour  les  valeurs  de  x  depuis 

^  =  a  )   jusqn^à   x  :=  a  -I-  ^  ,    seront  d'autant  plu»    nombreuses   et  plus 
rapprochées  entre  le»  limites  ■  et  ■  ,  qu'on  aura  pris  Tao» 

croissement  c  plus  petit  et  n  plus  grand ,  de  telle  sorte  que  in  soit  ton- 

b 
jour!  zsb%  mais  à  caose  de  s  =s  —  «  on  peut  supposer  auitsi  que  Vêi^ 
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«rota^ment  i  ayant  d'abord  été  pris  u^èa-petit ,  ne  Tarie  plus  pendant  que 

b  et  n  décroîtront,  en  aorte   que  la  première  valeur  ; reste  la 

même  ;  alors ,  la  dernière  restera  comprise  entre  les  limites  des  Toleun 
précÀientes  de  — t — *  On  pourra  donc,  en  conserrant  la  premièxe  limita 

— — ^^—  4  en  rapprocher  indéfiniment  la  seconde. 
I 

Ainsi ,  est  composé  d  une  quantité  lI^ranaDle  -^ — ; indépen- 

b  i 

dante  de  6 ,  et  d^une  autre  quantité  «  qui  diminue  indéfiniment  avec  b , 

en  aorte  qu'on  peut  poser 

p  étant  une  fonction  de  a  ,  et  il  est  facile  de  prouver  qu'il  ne  peut  d'ail- 
leurs exister  n(ie  autre  fonction  9  de  a  qui  remplisse  la  mèn^  condition  : 
car  ai  on  pouvait  avoir      ' 

-»-  =  »  +  '' 
on  aiuait 

d'où  Ton  déduirait  nécessairement  p:=zq^  «  =  #  (p&g>  4^  ^^  47^  )• 
Concluons  de  là   que  si  sucune  valeur  dé  x  depuis  x  jusqu^i  x.-f*  c  ne 

f{x  -+-  0  — yjr 

lend  Jx  infinie ,  le  rapport  .  sera    composé   d^nne   fi>nc- 

tion  a  qui  décroîtra  indéfiniment  arec  i  qui  remplace  b ,  et  d^une  fonction 
de  X  que  nous  désignerons  par^  ^  fonction  qui  est  le  coefficient  différentiel 

.  Ar 

do  premier  ordre  ^  et  en  même  terna  la  limite  du  rapport  «   ou  du 

Ax 

rapport  de  Taccroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable. 

On  peut  encore  déduira  de  U  une  démonstration  de  ce  théorème  établi 
(  pag.  43^  )  •  J<  y  =  ^  1^  devient  pas  infinie  de  x^a  àx  =  aH-b, 
€t  si  y*  eofuerve  U  mén»  êi^iu ,  ee  signe  sua  eeUti  du  rapport  de  ta^ 
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croisscment  de  la  Jonction  à  V accroissement  de  la  variable.  Eo  eftt , 
«  pouvant  être  rendu  aussi  petit  qu'on   Toudra  ,  chacune  des  valeun  de 

T" =:  j^'  4-  «  ,    pour    toutes  les   valeurs  de     x    depuis  x 

\mq^k  X  +  t ,  aura  le  signe  de  y  qni  sera  celui  de  leur  somnM ,  et  par 

conséquent  de  • 

Lorsqu^on  sait  déjà  former  les  coefficiens  difTërentiels  de  tous  les  ordres 
ou  les  dérÎTées  successives  d^une  fonction  quelconque  d^une  seule  Ttiiable  y 
on  peut  passer  9  la  démonstration  suivante  de  la  série  de  T'ajlqr,  don- 
née par  M»  Ampère',  en  partant  de  l'identité 

y(  jc  +  I  )  =^  4-  r'«  +  «*  etc. , 

trouvée  ci-dessus  ,  reniplsçant  x  -¥  i  par  A  ,  et  désignant  par  P  ùe  qte 
devient  ^'  -4-  «  après  la  substitution  de  A  —  x  poor  i  qui  reste  dans  «  ; 
ce  qui  donne 

il  prend  des  deux  membres  les  dérivées  successives ,  en  ne  faisant  tftrier 
que  X)  en  sorte  quHl    obtient 

o=y    -*-/>'    (A— x)—    P\         rP     7=      y'    J^     P'    (A-*) 

o^y  -*-P"  (A-.x)-aP'l  ^  \P'  =  Jj^"  H-|P"  (A-^; 
o=/'"4-P'"(A— xj-SP-r'^Mp"  =  fy  +i/>'-'(A-*) 
o  =:/^  -*-  P*^  ( A  —  x)  -  4^J        (P'"  =  i  ^'^  +  ^  P*^  (A  -*) 

etc.  etc<  j 

oonséquemment 

/*=r+r'(A-')-t-ir"(*-»)*+  -r^'^*-')' 

^«^(A  — x)4-!.etc 


a. 3. 4 
et  I  à  cause  de  A  ^  x  +  t , 

/(x+O^^H-Zi+jr"  -^4.y-^  4-  eu.. 

1.2  >  1.2. 3 

ce  qui  est  U  série  connue  et  démootrée  de  plusieurs  •  manières. 
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Les  applicatious  du  calcul  différentiel  aiu^ courbes,  reposent  em  U  prindpe 
niivanu 

Soient  trois  expressions 

y/-t-^*-»-Cx*  +  Z)x'-*-  etc. , 
^  -*-  B'  X  -H  C  x«  -4-  /y  jc'  +  etc. , 
jT-^  B^x  4-  C'x*  -4-  ITx^  4-  eic.  , 

teiles  que ,  pr.ur  toutes  les  valeurs  de  x  ,  les  valeurs   de  la  seconde  se 

trou^tent   toujours  comprises  entre  cefles  de  la  première  et  de  la  troi» 

sième  ;  si  ces  deux  dernières  expressions  o/it  le  méhte  premier  terme  ,  il 

sera  nécessairement  égal  à  celui  de  la  secoride  ,  c'*est-à-'dire  y  qvCayanX 

A  =  A",  on  en  pdurra  lonclure  A  =  A'. 

En  effet ,  si  Ton  prend  te  rapport   entre  la  première  s^e  et  la  troi- 

>^ -4-if  x+Cx»4-i)x»4-etc.       ^  ,      ^.      ,. 

sième  ,  on  aura  — -- — -^r; ^  •„ ,  fraction  dont^la    h- 

'  ^H-  Rx  +  CTx»  -*-  D"x^  -4-  etc.    ' 

mite  est  ——  =  i  ,  parce  que  A  =:  A*'  j  mais  puisque  la  ieconde  série  est 

toujours  comprise  entre  celles-ci  qni  tendent  rcrs  Tëgalilé  ,  lorsque  yi  ^  AT^ 
et  que  x  va  en  décroissant ,  elle  doit  pouvoir  se  rapprocher  indéiioiment 
de  Tune  et  de  Tauire  *-  donc ,  les  rapporU  de  ces  trois  séries  prises  deux 
à  deux ,  doivent  tendre  sans  cesse  yers  l'unité  :  et  comme  la  limite  du  rap« 

A  A 

port  entre  les  deux  premières  est  -— •  •  on  doit  avoir  — —  s:  i ,   d'où 

On   fait  encore  usage  da  principe    suivant  que   .quelques   auteurt  ont 
pris  pour  base  de  la  géométrie. 

a  e\  h  étant   des  quantités  constantes  ,  «  et  jS  des   grandeurs  Tariablet 
qu^on  peut  lendre  aussi  petites  qu'on  Teut,  si  l'équation 

doit  aToir  lieu   quelque  petits  que  soient  «  et  $ ,  cette  équation  se  parta- 
gera dans  les  deux  suivantes  , 

dont  la  dernière   a  lien  pour  tous  les  états  de  jtrandeiir  de  «  el  #.  £a 
effet  ,  tt  on  supposait 
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k  étant  contUDC,  cm  annît 

réfuliat  afasardc  ,  puiaque  «  décrouiaiit  indéfiniment  siÛTant  rbypoiUat/ 
il  n'en  serait  plu*  de  même  àe  fi,  ce  qui  «enit  contre  la  m^ae  hy^ 
pothcie. 

« 

Quaâraivre  des  eourhês^ 

Fîg.  56.  r/«sPACE  PMOM'P'  c»t  loujour*  compris  entre  lea  rectangles  PMmP^ 
et  PmAVP'  dont  le  premier  a  pour  expression  PM,  PP'  =  ly  et  k 
second 

:^         àx  dx>    2  /    ' 

àr 
c'est  donc  entra  i^  et   J^*  +  -r —  i*  -*•  etc. ,  «pie  doit  se  trourer  cpmprâa 

djr 

le  déyeloppament  de  l'aire  PP*M03f  :  or,  ces  déreloppcmens  ont  le  mime 

premier  terme  ijf  '  il  iàiudRi  donc  ,  conformément  au  principe  (  pag.  469  ) , 

égaler  k  iy  le  premier  terme  dn  déTeloppement  de  Taire  PP'3fOM  : 

or ,  en  désignant  par   E  l'espace  APM   fonction  de  AP  ^  x ,  si  x  de-. 

Tient  »  ^4-  I ,  E  devient 


d'oii 


àE  à*E     I* 

AP'M'MA:=:E'^'--iA'^^ +  etc. 

djT  dr»      a 


di?  à»E    î* 

PP'M'OM^  -—  î+  — ^ -*-  etc.  ; 

dx  djf*      % 


PP'mMz=:yi, 

dE  à*E      c^ 

'^  djt  dx*      a 

dr 
•^  djc 


<t  çoniéquemment  9 


dJT 

t— =5<r,  d'oî»  d£:=^dx> 


Notes.  47*' 

Rectification  des  couries. 
Le  ttÎAiigU  rectaogle  MM*m  donne  pour  U  corde  de  Pare  MOM'  ^  ^'  ^ 


or,  en  prenant  Mm  ^  i,  on  a 

dr          d*r      I» 
M'm  =  *  =  -f-  «  +  -r^ h  etc.  =  (p  +  PO  I , 


dr                       à*Y    i  d»r         «» 

—   p.rp,^ 

Diaprés  cet  dénominations  , 


en  dénouni  -- —   par  p ,  et  — ^  —  H-  —  -  • +  etc.  par  PU 

àx     ^    ^^        dx»     a  djr3       i.a.5 


menant  ensniie  la  tangente  ATiV,  on  trouTera 

dr 
Hm^Mn.  tang  iV^m  =  -^  t  =  w , 

dx 

MN  =   V'Mrn^  +  ÏVm*  =  \/*»  +  ;>»*"  =r  «  \/i  + />»  , 
JlfAs  iVm  —  Jf' m  =  —  Pi*  , 

d^où  on  oondut 


Lors^ina  1  s  o  »  ce  rapport  devient 


On  Toit  antti  qn^il  en  est  de  même  dn  rapport  entre  Tare  MOM*  et  la 
partie  MN  de  la  tangente  comprise  entra  les  deux  ordonnées  PM  «t 
Jp'M\  pnii^  Texpresûon 

MIS        iVTirp^ 


MM'       i  |/ 1  +  (;,-*-  piy 


T9 
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B  poor  limite  ranii^ ,  en  obienrant  qae  cette  circoosuoce  n'a  Uea  qne  paroi 
que  les  axes  coordoDoét  1001  à  angle  droii. 

L'arc  MOM'  éum  toujours  compris  entre  MM.'  et  3fiV  +  KM\¥m. 
développement  le  aéra  entre  ceux  dea  ezpreasiona 


«  j/i-i-  (^  -4.  Pi)%    et    t  t^  1  -h/y'       —  Pi* 


=  «  {i  -»-/>' -l-i(a/>-f.P»i)}*, 

=x*  (i  -|-;>»)*^-  Ci»  : 

or,  ce  réaiiltat  qui  repr^MBte  MM' ^  a^aut  le  même  premier  tenue  que 
il/iV-h  A3f ',  il  suit  de  ce  quia  été  démontré  (pag-  4^)i  9ue  le  déve- 
loppement de  Tare  MOM\  intermédiaire  entre  MM'  et  3#iV  +  i\'3/',  aura 

paiement  i^ \  -^ p*  pour  premier  terme  :  or ,  en  dé&ignant  par  s  T^^rt 
AM,  on  sait  «pie  s  est  une  fonction  de  jt  ,  qui ,  lorsque  x  se  change  ea 
x  -h  < ,  deyioat 


d'o& 


'  dx  dr*     i.a 


d<  d»*      I» 

MOM'  =  -—  »  + ; 

dx  dx*    i.a 


et  cottséqnemmentî 
àt 


^^     «V/.-.;,.,     d'où    ±.=l/...(^J: 

tttc  formule  et  la  ptéoédente  ont  été  trouTées  (  pag.  057  et  265  }. 
Cuhature  des  volumes  de  révolution. 


de 
Soit 


r 

^      «P       TaoVTEa  Pexpression  du  Tolnme  ergcndré  par  la  rétolntioo  anlonx 
*"*  ,    *  Taxe  des  obscisses  de  l'espace  APM ,  ■volume  qui  eA  fonciioa  de  x.  f 

y  ce  volume  qui  devient  f^+  Af^  lorsque   x  se  cbAuge  en  x  -4-  i:   on 
aura  toujours  Af^  plut  grand  que  le  volume  du  cylindre  engendré  par 
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le  parallâof^nuume  PP'mM^  et  moindre  que  oeloi  du  cylindre  engendré 
pmr  la  r^Toluiion  du  parallélogramma  PP^  HTm  :  oi  en  déiignant  par  w  1a 
ciroonférenoe  dont  le  diamètre  =  i  ,  on  a 

▼cl.  cjl.  PFmM  'ftY*i^ 

vol.  cjL  PFM'ni  =:  r  (r  -«■*)•«=»  (r  +  a  »  «V  +  «-i**. 
D^ailleurt , 

df  à*K     i* 

Tol.  de  MPP'M'  =  ■^; —  t  +  — ^ etc. , 

dx  dx*       a 


donc ,  d''après  le  principe , 


=  îr;^» ,    d'où    df^=  in^^dr  : 
d-r 

formule  trouTée  (pag.  354  )• 

Mesure  des  surfaces  de  révolution. 

Si  on  8«ppose  que  la  courbe  AMM'  tourne  autour  de  Taxi;  des  abscisies ,     ^* 
Tare  AM  engendrera  une  snrrare  conoïdique  que  noua  représenterons  par 
iurf.  A  M  :  et  nous  désignerons  par  A  surf.  AM  celle  qui  sera  décrite  par 
la  réToIûtîoD  de  Tare  MOM\  Or,  on  a 

•urf.  are  MQM'  ^  surf,  da  cône  tronqué  qui  a  pour  cdté  corde  MM  ', 
et  ^  surf,  du  cône  tronqué  qui  a  pour  côté  tang  MTi^ 

-^•diffiérence  dra  cercles  conoentriquei  dont  les  rajoni 
sonrP'iV  et  P'M\ 

Traduiiint  tontes  ces  surfaces ,  on  tronye 


•urf.  du  cône  tronqué  de  la  corde 3/A/'=iL^  i+f -jLj  xorf-^ — J 

mat.  du  cône  tronqué  de  taog  M^  =asr r^+î .  —  ,1 J »  y     x+  (-T-) 
aurf.  du  c«cle  FM  =  jr  (^  +  ait/-  +  *•) 


)   • 
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dftfi  de  ocf  étax  niriiioef  =  jrr  f  r^  •  +  etc.  J  -f-  dci 

•^  \dx»       i.a  / 

•B  olMeirant  que  *  =  -; —  i  +  r +  eic 

Or ,  le*  surfiusei  qoi  interceptent  raûre  fngendrée  par  i'atc  MOÈf^  ont  t* 
nème  premier  tenne  an,/  1/    ' *^  (  T*  J  »  ^^'"^  i  d'*P>^  ^  principe, 


en  obfenram  (pi*oii  a  trouTé  plasluut  arc  MOM*  s  ds  se  dLr  1/   i+[ -~  ]  t 
ooDaéquemment 

•ur£  arc  AM  ^  ynfjàt  y 

cooim^  on  l'a  trowé  dans  le  texte  (page  536  }, 

Noua  crojons  en  avoir  avez  dit  pour  mettre  le  lecteur  à  portée  d'ap- 
pliquer le  principe  à  la  recherche  des  cxpreasiona  det  Yolumcs  et  dei  aires 
^  Be  «Mt  paa  de  nSvolution  \  et  d^ailleure  il  trouTem  dan»  le  texte  kl 
cxprenions  det  volumea  et  det  aîrtt 


FIN. 


Cal.  Jifi:  PLI-:- 


Cal.  Jiff.  M.  2.  1 


Coi.  Jiff.M.3. 


^ 


